الهندسة الفضائية 


اينشتاين و السائق 


هذه حكاية طريفة عن العالم أليرت أينشتاين صاحب النظرية النسبية فقد سئم الرجل تقديم المحاضرات بعد أن 
تكاثرت عليه الدعوات من الجامعات والجمعيات العلميةء وذات يوم وبينما كان في طريقه إلى محاضرة. قال له سائق 
أنوب عنك في محاضرة اليوم خاصة 
عالق العشرات من معاضيراتك فان 


بس. فوصلا إلى قاعة المحاضرة حيث 


سيارته: أعلم يا سيدي أنك مللت تقديم المحاضرات وتلقي الأسئلة. فما قولك في أن 
أن شعري منكوش ومنتف مثل شعرك وبيني وبينك شبه ليس بالقليل, ولك 
لدي فكرة لا بأس بها عن النظرية النسبية» فأعجب أينشتاين بالفكرة وتبادلا 
وقف السائق على المنصة وجلس العالم العبقري الذي كان يرتدي زي السائق في الصفوف الخلفية. وسارت المحاضرة 
على ما يرام إلى أن وقف بروفيسور بليد من القاعة وطرح سؤالا من الوزن الثقيل وهو يحس بأنه سيحرج به أينشتاين, 
هنا ابتسم السائق المستهبل وقال للبروفيسور: سؤالك هذا ساذج إلى درجة أنني سأكلف سائقي الذي يجلس في الصفوف 
الخلفية بالرد عليه ... وبالطبع فقد قدم 'السائق' ردا جعل البروفيسور يتضاءل خجلا.! 
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الهندسة الفضائية 


جا چ 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس (۸,ز ,7 , 0) 


مثال : إذا كان | 3 |1 فإن طويلة الشعاع 4 هي |7| حيث 17/-4+9+4/ = 22+ (3) + (2- )=| 
2 


dad d 


الجداء السلي للشعافين | 5 4 و ]| 'ط ۷ هو العدد الحقيقي 7. 1 حيث : (05)⁄,7 |٥‏ "| ×| |= 4.۷ 


4 © 


© العبارة التحليلية للجداء السلمي : "> +'طط + هه = ناز 


” يكون الشعاعان متعامدان إذا كان الجداء الملدي ليما معدوما. 
3 2 8 
مثال : الجداء السلمي للشعاعين | 4- | و | 1|« هو 6-4-2-0 2()(2-) +(4-)1+(2)3= u.‏ 


1 2- 
الشعاعان متعامدان. 


0 ,غ0 
يكون الشعاعان] ظط |1 ف ارا مرتبطين خطيا إذا كانت الأعداد الحقيقية ©, 5 , 0 i‏ 


4 4 


1 2 


مثال: هل الشعاعان فخ التي ات “ا مرتبطين خطيا ؟ 4 
4 2 
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, 2 1-1 
بماآن  --‏ -- إز. 2 ,1- ,1 متناسبة مع ك4 ,2 -,2 
ETE‏ 5 ْ 
2 1 
أو نلاحظ أن 4 - ۷ ومنه الشعاعان 2- اناى| 1- “ مرتبطين خطيا. 
4 2 


تكو © , 8 .4 في استقامية ( على استقامة واحدة ) إذا وفقط إذا كان الشعاعان 4€ , 4# مرتبطين خطيا. 


181 انعد ©:4:2 بيست استعمية. 


2) النقط © :48 تشكل أساسا في الفضاء 


ت 


إذا كانت A(X.)‏ ف (م2 دولا ئ3) 8 فإن "ليه = ,2( + AB =| 4| = (x, =x.) + (7, = y4)‏ 


مثال: إذا كانت (3,2-,4)1 و( 3,2,1-)8 فإن 


AB =| 48| = ((-3-1) + (2+3) +)1-2( = 16+ 25 +1 = 2 


س اسو f‏ 


معادلة سطح الكرة ( 5:) التي مركزها ( ر2 ,,(,×)2) وطول نصف قطرها ۸ هي : 
E) O) E) =F‏ 


- 
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مثال : معادلة سطح الكرة (5:) التي مركزها (3-,1-,2)2؟ وطول نصف قطرها 3/+ هي : 


(5)- (2+3)+ (اجر)+ )x-2(7‏ أي 3= (2+3) + 17+ )+ (2-ه). 


عند النشرنجد 11=0+ 67+ 2y‏ +×4- 2ج + ”ر + ×. 


معادلة سطح الكرة )8S(‏ التي قطرها| 48| 


© “نجد مركز سطح الكرة (5) (2)3.00:20؟ وهو منتصف القطعة المستقيمة | 4/8] أي 


+ + z +z 
اح ر ٍ کک‎ 
AB 


© ثم نطبق قانون معادلة سطح الكرة«(5) 
ال يون 
=F‏ (,ج -2) + ,ر -ر)+ (ريد-عد). 
E‏ 
معادلة سطح الكرة ([5) التي قطرها| 48 | 
نعلم أنه إذا كانت النقطة (2, (, ) 14 تنتمي إلى سطح الكرة ([ 5) و فإن 0= AM .BM‏ 


AM‏ و BM‏ متعامدان 


E a B‏ کے 


X— xX, XX, 
] 4/8 [| ونحصل على معادلة سطح الكرة (5) التي قطرها‎ 4M .8M =0 ومنه‎ BM | ,ر -ر‎ | . AM y-y, 
2-2 چ‎ 


4 ل حر - 


زوجة أستاذ رياضيات تسأله .. " هل تحبني أنا أكثرأم الرياضيات ؟" 
الأسستاذ +" طبعاً أنت عزيزتي " 
الزوجة:" أثبت لي ذلك e‏ 


الأستاذ : نفرض أنك تنتمي إلى 5 مجموعة النساء " لتكن £ مجموعة الأشياء التي أحبها و.لتكن .... لتكن en‏ 
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مثال : أوجد معادلة سطح الكرة ( 5) التي قطرها| 48 | 
حيث (4,1,3-)8 , (1-,4)2,3. 
1) الطريقة الأولى : 


© نجد المركز ( 2ء :)۲2 حيث 
+1- روه + رهج _ 3+1 _ +x, 2-4 _ YY,‏ 


2= = قش = 1-- 8 کے أف“ 
2 2 مو 2 2 17 9 2 2 Xo‏ إدں 
(1,2,1-)42. 
ش E‏ ا ل شاك 
, و ا ا ل اا ادم 


فتكون معادلة سطع الكرة (5) هي : 14- (2-1) + '(2-ر) + “(1+*) وبعد النشرنجد : 
+z” +2×x-4y-27-8 =0‏ ”ر + xX‏ 
2) الطريقة الثانية : 


الآن فهمت مليح 
الكرة مكورة 


النقطة ([,) 14 تنتمي إلى سطح الكرة ( 5) تكاق 0= //8. ۸M‏ 
١‏ والدائرة مدورة 


© © 


XxX+4 1-2 
تكاف‎ AM .BM =0 ومنه‎ 81١ y-1 و‎ AM y-3 
7-3 z+1 


0-(1+)(2-3)+(3-)(2-1)+(4()2-2+*) ننشرفنجد 0-هم 22- 4y‏ -×2+ 2ج + ”ر + تير 


تكتب المعادلة 0= 4 + يع + رط + جه + 2ج + ر + تيد على الشكل : ۸= ( 2 )z-‏ + ( مر -() +( -×) 


ونميز الحالات التالية : 


مثال 01 : 
أدرس مجموعة النقط M(x,y,2)‏ من الفضاء التي تحقق : 22-1=0- 6y‏ +×4- ”چ + ”ر + × 
الحل : 22-1=0- ر6 + يرك - ”ج + ”ر + × تكاق 22-1=0- ”ج + ر6 + ”ر + يرك - ”× 
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تكاق 1-1=0- ”(2-1)+9- 37+ ر)+4- ‏ (2-×) تكاق 1(5-15-ج2) + ”(3+ر)+ “(2-*) ومنه 
مجموعة النقط M (x,y,z)‏ من الفضاء التي تحقق 1-0-ج22-:و6+عر4- 2ج + ”ر + × هي سطح كرة مركزها 
(3,1-, 2)2 وطول نصف قطرها 0/15 -/. 


مثال 02 : 


e 


×” + عة النقط (2,,×) 14 من الفضاء التي تحقق : 22+21=0- ر6 + ×4- ”ج + ”ر‎ ١ 

۱ 21 + ج2 - بو6 ديرك - 2ج + ”ر + 7× تكاقئ 21-0 + ج22 -2ج + 6y‏ + ”ر + ير4 - ”× 

تكاقغ 1+21=0- -9+)z-1(”‏ (3+ر)+4- (2-×) تكاق 7-- (2-1) + (3+ر)+ (2-*) ومنه 
مجموعة النقط (3,7.,2) 244 من الفضاء التي تحقق 22+21=0- ر6 +×4- ”ج + ”ر + ”× هي مجموعة خالية. 
مثال 03 : 

أدرس مجموعة النقط (2,(,×) 0 مىر لشضاء التي تحقق : 0 - 14+ 27 - ر6 +×4- ”ج + ”ر + ”× 

الحل : 0= 14+ 27- ر6 +يرك - 2ج + ”ر + ”× تكاق 0 - 14+ 22- 2ج + 6y‏ + ”ر +×4- x”‏ 

تكاقع  -1+14=0‏ ”(2-1)+9- ”(3+ ر)+4- (2-×) تكاق 0= ”(2-1) + (3+ر)+ "(2-*) ومنه 


مجموعة النقط M (x,y,z)‏ من الفضاء التي تحقق 0= -4×+6y-27+14‏ 2ج x + y+‏ هي النقطة 
(3,1-,0)2 


1 -- 2 
4 ن 
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المعادلة الديكارتية لمستو 


الهاو وب إل مف عامل وان (0.i.j,F)‏ 


d شعاع ناظمي له يقبل معادلة ديكارتية من الشكل 0= d+<>ء+رط+×ه حيث‎ ۸)4: ٤ ( كل مستو.‎ ٠. 


قيقي و ©4:2:6 أعداد حقيقة غير معدومة معا. 
و بالعكس فإن مجموعة النقط (3,7.,2) 14 التي تحقق 0= 0+ 02+ رط+ ×ه حيث © : 2 : 4 أعداد 
حقيقة غير معدومة معا هي مستو و ( ©71)0:2:6 شعاع ناظمي له . 


يو ۸ شعاع غير معدوم . 


© المستوي (2) الذي له د (3,1-,2)2 له فعادلة من الشكل 0 - 2+4 + .2×-3y‏ 


* مجموعة النقط (2,:,<) 14 الي تحقق 52+7=0-(2+×3 هي مستوو (5- , 2, 1)3 شعاع 
ناظمي له . 


مجموعة النقط 4 من الفضاء والتي تحقق 0- 7.407 © اتوي (2) الذي يشمل 4 و ۸ شعاع ناظتي له 
يكال 01 اقا ينوي المع ماك وان 0.i.j,F)‏ 
أوجد معادلة للمستوي (2) الذي يشمل النقطة (2,3-,4)1 و( 3,1 ,۸)2 شعاع ناظمي له. 


الطريقة الأولى: تكون النقطة (3:,1,2) 14 من المستوي (2)إذا وفقط إذا كان 0= ۸.411 . 


0= للك تكاق 0= (3- )1+ (2 + )3 -(1- )2 وأخيرا معادلة (2) هي :11-0-ج + 2×-3y‏ 
الطريقة الثانية : 


(1, 3-, ۸)2 شعاع ناظمي للمستوي () وبالتالي المعادلة تكون من الشكل : 0= 4 + ج + .2×-3y‏ 


Com‏ . © عطهطع 123 . تت 


تعيين 4: بما أن (2) يشمل النقطة (2,3- ,4)1 فإن 0= 4 +3+(2-)3-(2)1 ومنه 11- - 4 وبالتالي 
معادلة (۲) هي :2-11=0 +37 -216. 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (۸, ز ,7 , 0) 


أو 9 مستوي (480) حيث (3,1,1-)0 , (8)4,2,3 , (۸)0,0,1 


1) نعين شعاعا ناظميا b,c)‏ 4 للمستوي وهو عمودي على كل من الشعاعين ۸8 و 6 . 


2) نجد معادلة المستوي عندئذ الذي يشولإحدى النقط © , 8 ,4 و (7)6,2,6 شعاع ناظمي له. 


3- 4 
لدينا: | 1 |46 , | 2 |48 نعين شعاعا ناظميا (© ,0/, 7)4 للمستوي (480). 
0 2 


4a + 25+ ع2‎ 0 1-62 0 5-5 
| ع مداه‎ Ek وف‎ HAB =0) dls (n LAC و‎ n LAB) 


3a +b =0 


نجد 50--© , 5-30 نعطي قيمة كيفية للعدد 4 مثلا 6-1 فيكون 0-5 , 0-3 


ونحصل على (5- ,3 ,7)1. 


تكون النقطة (3:,7,2) 14 من المستوي ('480 )إذا وفقط إذا كان 0= ۸.4۷1 . 


× +3y -52 +5 =0: وأخيرا معادلة ('480) هي‎ X+3y -5)z-1( =0 تكاق‎ n.AM =0 
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معادلة المستوي من الشكل 0= 0 + جع + رط + 036 ونعين الأعداد الحقيقية 4 , © , 5, 04 
(3,1,1-)2 , (3, 8)4,2 , (4)0,0,1 ثلاث نقط من المستوي 


.c+ 4 =0 أي‎ a(0)+b(0)+c(1)+d =0 تنمي إلى المستوي معناه‎ A(0,0,1) ٠. 


,4,2 تنمي إلى المستوي معناه 0= 0+ (3)ع + (5)2+ (4)4© أي 0-0 +ع3 +26 + »4 


C(-3,1,‏ تنمي إلى المستوي معناه 0= a(-3)+b(1)+c(1)+d‏ أي 0= -3a+b+c+d‏ أي 


.c+d =0 لأن‎ 3+ 5- 0 


c+d =0‏ ر ة 
© 4, 4,5,6 هي حلول الجملة 0= 0 +30 + 25 + 4a‏ 3 


0 -+ن3- 
b=3a‏ 
نعبّر عن © , © , 5, 0 بدلالة أحدا > وليكن مثلا 0 . فنجد 50--<0 


فيكون لدينا 0 - 50+ ج502 - 30 + ننه أي 5-0 5- +3y‏ × 


في معلم متعامد و متجانس ٠‏ نعتبر المستوي (2) الذي معادلته 0= ل دج )(ط + x‏ . (0,0,0) ع ( ء, طره) . 


بعد النقطة (,4)3,,07,:2 عن المستوي (2) هوالعدد )4,)٨((‏ 4 حيث : 
+by „ +cz „ +4 |‏ يها _ 


d(4,(P)) a” +b +e 


مثال : 

أوجد بعد النقطة (2,3-,4)1 عن المستوي (2) الذي معادلته 2-17=0+ر-×2 و 
|10-| 17-(1)3 + (1»)2- (2)1| 

|| 7777777 ك الأصابماه 

E121 /6 </6‏ ((م)ءه) 
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الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (o.i.j,F)‏ 
(4) مستقيم من الفضاء يشمل النقطة (2, ر۷ , ۸)٨,‏ و(, u(a,b‏ شعاع توجيه له. 


AM =tu إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي 1 حيث‎ (ad) نقطة من‎ M (x,y,z) 


FE XxX -x 4 - 0‏ = بر 
5 | عيكسد الإحداثيات الديكارتية yJ - ۷, =bt /IteR‏ أي رع )/ 1+ م7 = 107 وتسمى هذه 
Zz =z, +01 > - >, =C‏ 


الجملة تمثيلا وسيطيا للمستقيم (4)و() , u(a,b‏ هو شعاع توجيه للمستقيم (4). 

مثال 01: أوجد تمثيلا وسيطيا للمستقيم (4) الذي يشمل النقطة (1, 3-,4)2 و( 1,2 ,4)3 شعاع توجيه له. 
2+3 - ند 

الحل : €۸ 1/ +-3-- ور 


2 +1- ج 


مثال 02: أوجد تمثيلا وسيطيا للمستقيم (48) حيث (3,1-,4)2 و( 2 ,3,1-)8 . 


-5 

الحل : الشعاع | 4 |48 هوشعاع توجيه للمستقيم (48) . (48)ء 
3 0 
XxX =2-5‏ 

إذن ٤۸‏ 1/ 4 +3-= 47 هوتمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸8). 
z =1-38‏ 


1) نعين معادلة للمستوي (2) الذي يشمل النقطة 4 وعمودي على (۸). 
2) نبحث عن إحداثيات النقطة 8 نقطة تقاطع المستوي (2) و (۸). 


.d(4,(A))=AB (3 
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مثال : 


27 +1- عن 
لتكن A(-1,1,3(‏ و (۸) مستقيم أحد تمثيلاته الوسيطية y =2 -t‏ مع teR‏ 
+2 - ج 
أو ة 4 عن المستقيم (۸). 
الحل : 


2x-y+2z+d =0: (P) معادلة للمستوي‎ )1 


تعيين 4: (2) يشمل (1,1,3-)4 معناه 0= 4 +2-1+6- أي 3-- 4 ومنه 
-3-ج2 y+‏ -22 معادلة 9 ). 


XxX -1+ 2 
1 6R 4دحيث‎ (-2-+ 
عدج‎ 2+ 7 
2x -y +2 -3 =0 


2) نجد إحداثيات النقطة 8 تقاطع (2) و (۸) نحل الجملة : 


نعوض > ,ل ,× في المعادلة 27-30 +7 -2 فنجد 


2-3-0 +2)2 +(-2)-(2 +201 ومنه دم 


بعض الناس يحسبون أنفسهم عظماء لأن المحيطين بهم صغار.. 
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إذا كانت (3,10.20) 27 هي المسقط العمودي للنقطة (,>,رل,,×)4 على المستوي (2) الذي معادلته 


0= كل + جع + رط + ×ه في تحقق الشرطين : 
1( مودي على (2) أي 48 و (» , 5 , 7)4 مرتبطين خطيا. 
H <(P) (2‏ 


مثال : أوجد إحداثيات النقطة 1 المسقط العمودي للنقطة (1,3-,1-)4 على المستوي (2) الذي معادلته 


احسبت النقطة۸ سقطت على 
المستوي م بصح ماديرلو وال 


477 عمودي على (P)‏ أي AH‏ و n(a,b,c)‏ مرتبطين خطيا. 


نفرض (و2, ول ,و») ٨1‏ ومنه (3- چ AH (x, +1, Mtl,‏ و( n(1,-12‏ مرتبطين خطيا. 


z-3 .‏ _ 1+ د <Y +1 _ x%+1_‏ 
وو التي ل ف تومل عل الجا 
CI A gS‏ ا 


(طاء H‏ تكان 0 -8- 22+ yy‏ ¬ ×. 
2 - 20 > ولا 


١ 5‏ 11 4 2 11 4 2 
نحل الجملة 235 اوج جد كرا ي لك ع عام 
Yo + 2z, =8 =0‏ - ود 


لتكن “8 = (ر-z)+‏ (رر - :)+ (د-*) معادلة لسطح الكرة (5) التي مركزها (ر>, ,)2 وطول 
نصف قطرها ۸ . 
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ولتكن 0= 0+ ج0+ رط + 2ه معادلة للمستوي (2) . نسمي 4# المسقط العمودي للنقطة2؟ على المستوي (2). 


نحسب 4 بعد النقطة (م2 , ول , »)2© عن المستوي (2) أي ((),0)640 - 017 - 4. 


زاك حلت 3 


أل إذا كان ۸< 4 فإن (5) و (5) لا يتقاطعان. 
إذا كان ۸ = 4 فإن المستوي (2) يكون مماسا ل (5:) في النقطة 77 


١‏ إذا كان ۸> 4 فإن المستوي )٨(‏ يقطع سطح الكرة (5) وفق دائرة مركزها النقطة 11 المسقط العمودي للنقطة 


0 عل المقوى (8 )طول تف قطرها م ات 07 ۸= 


مثال : أدرس وضعية المستوي (2) وسطح الكرة ( 5) في الحالات التالية : 


(S):x-D+(y+2) +(z+1 =4 .  (P):x-y+z-5=0 (1 
و‎ (S):x-1+(y+2) +(z+1 =4 . (P):ix-y+z-11=0 (2 
(S):(x-0+(y+2) +(z+1 =4 . (P):3x+4y+15=0 (3 
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الحل : 


1) مركزسطح الكرة (5) هو (1-,2-,2)1؟ وطول نصف قطرها 2= ۸ 


-تلتها ررم).م)- 4 إذن ۸ > 4 ومنه المستوي (2) يقطع سطح الكرة (5:) وفق 


نضع H (a,b,c)‏ فبي تحقق الشرطين : 


OH )4-1,5+2 , »+1( )‏ و N‏ مرتبطين خطیا > ب) (طاء 2. 
c+1‏ 2+ 4-1 

إذن الشرطان السابقان يكاففان 1 لب 1 4ونجد0-ع,3--<0-2,8 
a—-b+c—-5=0‏ 


إذن مركز الدائرة هو (0, 3-, 2) 77 


2( مرکز سطح الكرة )5( هو (1-,2 - 1 وطول نصف قطرها 
9 کل 


ال =2 000 00 ١‏ : 
- لح - ((0.)2) 4- 4 إذن ۸ < 4 ومنه المستوي (2) لا يقطع سطح الكرة (5) . 


3) مركز سطح الكرة (5) هو (1-,2-,40)1 وطول نصف قطرها 2= ۸ 


|3-8+15_ 10 1 


TT TES‏ =((02,)۶) 4= 4 إذن ۸ =4 ومنه المستوي ( و 


نسمي 7 المسقط العمودي للنقطة2) على المستقيم (۸). 
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نحسب 4 بعد النقطة (نت , ر , ,»)2 عن المستقيم (4) أي ((۸) ,0)©0 - 017 - 4. 


1)إذا كان ۸< 4 فإن (؟) و (4) لا يُتُقاطعان. 


2) إذا كان ۸ = 4 فإن المستوي (4) يكون مماسا ل (5) في النقطة 77 


3 إذا كان ۸> 4 فإن المستوي (۸) يخترق سطح الكرة ( 5) في نقطتين مختلفتين. 


طريقة أخرى : 44 


X - 30 01‏ 
لإيجاد الوضعية النسبية للمستقيم (۸) المعرف ب: + ىن( - ل۷٩‏ حيث ۸ج 1. 
+ نج - X‏ 


وسطح الكرة (5) المعرفة ب: 0= 4 + ج22 + رم + يريم + 2ج + ”ر + ”× نحل الجملة التالية : 


=X + 01‏ نز 
=yy+tbt IteR‏ بر 
FC‏ نم - جم 


x+y 2 + عريم + 2 ج‎ + By + Az +d =0 
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1) إذا كانت الجملة مستحيلة الحل فإن المستقيم وسطح الكرة لا يتقاطعان. 

2) إذا كانت الجملة تقبل حلا واحدا (قيمة واحدة للعدد 1 ) فإن المستقيم يكون مماسا لسطح الكرة .. 

3 إذا كانت الجملة تقبل حلين متمايزين (قيمتين مختلفتين للعدد + ) فإن المستقيم يخترق سطح الكرة في نقطتين. 
مثال : أدرس الوضعية النسبية لسطح الكرة 5 والمستقيم (۸) الممثل وسيطيا في كل من الحالتين التاليتين: 


XxX =1+f 
(۸): yJ =2-t IteR , )8 (x + بر‎ * +2” - 22: -4y ج2+‎ - 
z ئ-1-=‎ 
XxX =2+3 
(A) y=4+t IteR ,(S)ix +y” +z” -2x -4y +27 =0 2 
ج‎ =-2 +581 


الحل : 


)x-1( + )y-2( + )2+1(5-12-0 تكاق‎ x” + ê -2x-4y+ 22-6 =0 1 


نحل الجملة -2- ر #فنجد 12=0- 37 ومنه 2 -2 أو 2-=1. 


0 +0 -2) + (2 +17 -12=0 


xX=1+t=-1 XxX=1+1 =3‏ 
من أجل 2= نحصل على yJ=2-1=0‏ ومن أجل 2-- ارد yJy=2-t=4‏ وأخيرا المستقيم 


يخترق سطح الكرة في النقطتين (1 , 4 ,1-)8 , (3-,4)3,0 


XxX - 2+3 

y - 4+ 2‏ 
تسل اا 2+57-- ج 
4y +2 =0‏ 2 چ روب يږ 


X= 2+3 

y=4+t 
z=-2+ 51 
(2+31) + (4+1) + (-2+ 5t) -2(2 +31 )-4(4+1)+2(-2+5)=0 
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نجد 4-0 ومنه للمعادلة حل وحيد وبالتالي المستقيم هو مماس لسطح الكرة في النقطة (2 - , 4 , 2) [7. 


()و ('2) مستقيمان موجهان بالشعاعين ا » على الترتيب 


يمكن للمستقيمين (2)و ('7) أن يكونا : 


التقاطع نقطة 


من نقس المستوي من مستويين مختلفين 


التقاطع خال 


مثال 01: نعتبر المستقيمات ( ر4) , (رك) , (,4) ممثلة وسيطيا على الترتيب 


- أدرس 
1) تقاطع (,4) و(ي,0). 
2( تقاطع )4 و(4). 


7 
1 10 أشعة توجيه ل (,4) (d4)‏ )4 على الترتيب 


2 


© نلاحظ أن ,ا و ر1 غير مرتبطين خطيا و بالتالي (,4) و (,4) غير متوازيين . فهما إما متقاطعان أو لا ينتميان 


2+5 =1... (1) 


لنفس المستوي . و عليه نحل الجملة (2) + 4= -1-f‏ 


6 و - 5 = 3+4 
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( 1ك قنك 


* نحل [(20901) ي )...روھ م1 


| فتجد 1= و 2را 


© هل المعادلة (3) محققة 2-) -3+4)1(=5 أي 7=7 محققة. 
© إذن (,4) و(,4) يتقاطعان في نقطة واحدة إحداثياتها : نعوض ب 1= 1 في 


X= 2+51‏ 
1-1-=ر فنجد 7 =3+4=ج, 2-=1-1-=ر, 3= ×x×=-2+5)1(‏ 


x=1-f, 
1-3 أو 2= را في ر4+31= ر نجد كذلك 2-7 , 2-=ر,‎ 
z=5-t 


النتيجة : (,4) و (,4) يتقاطعان في النقطة(7 , 2 - ,۸)3 


2) ,» و » غير مرتبطين خطيا و بالتالي (,4) و (,4) غير متوازبين » فهما إما متقاطعان أو لا ينتميان لنفس 
الجا / -- 5t‏ +2- 


المستوي . وعليه نحل الجملة ...= م-1- 
AE, <4...‏ +3 


SLI == TFT ste () 


e (2)‏ اق فنجد 1-= 1 و 0-/ 


© نحل (1) و(2) أي 


© هل المعادلة (3) محققة (1(=2)0-)3+4 أي 1=0- غيرمحققة. 
إذن المستقيمان (,4) و (:4) ليسا من نفس المستوي فهما لا يتقاطعان. 


( 0 ) يوازي ( ۶ ) " تقاطع خال (1) محتوى ثي ( ١‏ ) 


طريقة : نعوض اذو ر ون معاد ت اليقيل الوسيظ لمكم ف معاد السثري فصل عل محا ات 
مجبول واحد هو 1 ونميز الحالات التالية : 


1) إذا كانت المعادلة محققة من أجل كل عدد حقيقي 1 فإن المستقيم ( (1) محتوى في المستوي ([8) 
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ويكون زر ( )>( )0 (2). 


2) إذا كانت لبذه المعادلة حلا نعوض بهذه القيمة في التمثيل الوسيطي لنجد إحاثيات نقطة التقاطع. 
3 إذا كانت هذه المعادلة مستحيلة الحل فإن التقاطع خال و ( (2) يوازي ([8) 
مثال01: الكتاب المدرسي تمرين رقم 26 ص 228. 


كك قرتقاطع المستوي (2) والمستقيم (۸) 


Xx =t 
(A):ly =-1+3£ (ط) 2+3=0-yر+2x-: مع‎ )1 
z -2+1 
XxX =1+3 
(A):ly =2-2 teR :x+3y-z+1=0 )P( )2 
2-2 
XxX =5S+t 
(A):ty -1+7+ teR : 2+ 1-22 +8- 0 م6‎ (3 
z =4+t 
: الحل‎ 
و0‎ 
(A):1y =-1+3£ tfteR :-2x+y-z+3=0 )P( )1 
z =2 +t 
X =f 
فنجد 3=0+(2+1) - (31 +-1-) + (2)1- نحصل على 0-0 والمعادلة‎ yJ =-1+38 نحل الجملة‎ 
ج‎ =2+t 


0= 3+ ج- ر + ×2 
محققة دوما من اجل كل عدد حقيقي 1 ومنه المستقيم (۸) محتوى في المستوي (2) ويكون لدينا 
()- رص)حره) 


37 +1- عن 
:x+3y-z+1=0 )P( )2‏ عع #+2-2ح (A):ly‏ 
2= 
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XxX =1+3 
J =-2-21 
بالتعويض في‎ ٤ =-2 ا :(۵)فنجد 0-<2+1-(+2-24-)3+(1+34) نحصل على‎ 
x +3y -z +1=0 


معادلات التمثيل الوسيطي نجد 2 2 , 2-2 , 5-=× ويكون لدينا (2, 2, 5-)۸(۸)۲(=1) 


نحل الجملة 


XxX =5+t 
(A):1y =1+1 teR :X+ y-2 +8 = (3 
z -4+1 
XxX =5+t 
y =1+t 
فنجد 0= 8+ (1+ 2)4-(1+1) + (5+1) نحصل على 6-0 والمعادلة‎ )4(: eT نحل الجملة‎ 


0= 8+ ج2- x +y‏ 
مستحيلة ومنه 2 -(4(6)5) . 


الوضعيات الممكنة هي : 


منطبقان تقاطع خالي 


فندد ال#تدافيق الاين © و اللستقيييق. ([8)ى (21) عل التب ومز العالنين: 


0 و ا غير مظن خطيافإن (8) و (۶) لسا متوازيين ما قطان وقق مستغيم: (4) تعرقة بجا 
معادلتين أو نجد تمثيلا وسيطيا له . 


8 1 و 2" مرقبطين خطيا قإن: (8) و (81) موان + فختارنفظة ره من احدهما ونميزالعالتين 
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© إذا كانت النقطة 4 تنتمي إلى المستوي الآخر نستنتج أن (2) و ("2) منطبقين. 
© إذا كانت النقطة 4 لا تنتمي إلى المستوي الآخر نستنتج أن (2) و ('2) متوازيين تماما وتقاطعهما خال. 
مثال :الكتاب المدرسي تمرين رقم 3 ص 227 


غين خفاطع المستوين (8) و ('۶) ف العالات الثالية : 

(P'):3x+3y+3z-12=0 ; (P):x+ (1 

(P'):3x+3y+3z+12=0 ; (P):x+y (2 

(P):x+y+z=0 ; (P):2x-y+z+2=08 

الحل : 

(P'):3x+3y+32-12=0 ; (P):x+y+2=4 (1 

لدينا (7:)1:1:1 و (3, 3, ۸)3 مرهلين خطيا ومنه المستوبان إما متوازيان تماما أو منطبقين. 
نختار نقطة من المستوي (۶) ولتكن (4)0,0,4 ونرى هل ('8) © /؟ 


نلاحظ أن 0= 12- (3)4 + (3)0 + (3)0 محققة ومنه النقطة (4)0,0,4 تنتمي إلى المستوي ('2) وبالتالي 
المستويان منطبقان. 


ملاحظة : نستطيع بسرعة ملاحظة أن المعادلتين 2=4+ر+× : 32-12=0 3+3 متكافئتين 
وبالتالي فهما منطبقان. (') - (۲) - ('۶(۸)۲) 

(P'):3x+3y+3z+12=0 ; (P):x+y+z=4 (2 

لدينا (7,)1,1,1 و ( 3,3,3) 7 مرتبطين خطيا ومنه المستويان إما متوازيان تماما أو منطبقين. 
نختار نقطة من المستوي (2) ولتكن (4)0,0,4 ونرى هل ('2)ع 4 ؟ 


نلاحظ أن 0= 12+ (3)4 + (3)0 + (3)0 غير محققة ومنه النقطة (4)0,0,4 لا تنتمي إلى المستوي ('۲) و 
المستويان متوازيان تماما وتقاطعبما خال © =('۲ )0 (2) 


“ع ال لل 


سقط أستاذ الرياضيات من على السلم فأنكسر له ضلع وزاوية 


Com‏ . © عطهطع 12 . تت 


4ع ج +y+‏ 
ملاظ :تاع بسرعة سط أن ا عاق بعسمة طرق اللعادلة القانية عن 3 ما يان + 


3x + 3y +37 --2 


2 و( 1,1,1) ر غير مرتبطين خطيا ومنه المستويان يتقاطعان وفق مستقيم (4). نحل الجملة 


27 ر 1 2 2 2 
0 عاو 2 3 | بعد الحل نجد چ در , جد 
2- ع (ر دور 


2 2 
× = 
3 3 
2_1 /1 
3 3 
z= 


مثال : الكتاب المدرسي تمرين رقم 44 ص 229 
نعتبر المستوي (2) الذي معادلته 0-<2+1 -( +26 
والمستوي ('2) الذي معادلته 31-227+4-0+- 
1) بين أن المستوبين متقاطعان 
2) عين شعاع توجيه ونقطة من مستقيم تقاطعهما 
الحل : 
1) المستوي (8) :1-0+ج-بر +2 شعاعه الناظمي (2,1-1) ,۸ 
والمستوي ('4-0:)8+ج22-:ز3 + ×- شعاعه الناظمي (2- 1,3-) ر۸ 


(2,1-1) و ( 2 1,3-) 7 غير مرتبطين خطيا إذن المستويين (8) و ('۲) متقاطعان. 


2x+y=-1[+7 2x+y¬—-z+1=0 
نحل الجملة تكاف‎ )2 
xX + 3y -4+ج233-2- 2 + 4 ح‎ 0 
نحصل على 2 -+ سدح ا‎ 
قي ا ااه‎ 
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بوضع + <> المستويان (28) و ('2) يتقاطعان وفق المستقيم (۸) أحد تمثيلاته الوسيطية هو 
11 
5-717 58 
1 


4ع 4/ ,5 4_9 *؛ إذن ا 4 نقطة من مستقيم تقاطع PLE)‏ 1 شعاع 
E e‏ 77 


(5) » (رط) » )٨(‏ ثلاثة مستويات و ,۸ » ر۸ » ,7 أشعة ناظمية لها . 


الحالة الأولى : )٨(‏ . (,2) متوازيان 


الحاقة الغانية. + 00 ٠.‏ ( يتقاطمان وتقاطهيما المينتقيم (0) 


( 0 ) يقطع (,۳) ( 0 ) يوازي (,2) 
( 0 ) يوازي (:8) بتقاطع خال ( 0 ) محتو في (۳) 


(P)N(P2)N(P,) = (D) (P)N(P)N(P;)= O (P)N(P,)N(P,) = {1} 
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مثال 01: الكتاب المدرسي رقم 28 ص 228 

عين في الحالتين تقاطع المستويات الثلاثة 

(R):3x +2y =6 < O): +e =3 . (P):x+y+z=4 (1 
(R):3x +4y +32 =15.  )0(: ج- ر+ ه‎ -2 . (P):x+y+2=4 (2 


١ 


x+y + ج‎ =4.......() eT 
1 
23+ نحل الجملة ج تكاق )2( ج‎ )1 
3x + 2y =6 


X+y > ل يك‎ (1) xX+y+z=4 
—% + EDTA. )2(  عفؤاكت‎ 4 -*+ 1-2-2  ةلمجلا نحل‎ )2 
3x+ 4y + ج32‎ =15 ....)3( 314+ 47+37 -5 


بجمع (1) و (2) نحصل على 6= 2y‏ أي 7-3. 


1-z 2| 2-1-7 : 7‏ 
وتضيع الجملة السابقة كما يان : 


Xx 
| 3 أ 5 1 ڪڪ‎ 
دا بو على‎ 3x +37 =3 


XxX=1-—-t 


أن المستوبات (۸) ,(0) ,(2) تتقاطع وفق مستقيم (۸) تمثيله الوسيطي 1٤۸‏ 3= 


2-1 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس (۴, ز , 7 , 0) 


من أجل كل نقطة (2 , J‏ , ×) 44 من المستوي ('48)0) يوجد عددان حقيقيان 0 و / بحيث : 


460 + قل = 4/1 وهذا يكاف باستعمال الإحداثيات الديكارتية 
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8(xc— x4)‏ +(« - وند)نه = x4‏ - عد 
“كلكء(6.ه) ).8(9 + (يد- و)ه - 1-74 أو 
( 2 ¬ 8)2 + (ية-وة)ه-د ريه -ج 
(يند - :)2 + (رعد - ,ند )نه + رند - بد 
“*لء(2,.©) ٩ =, +), - (+ 8). - Y,)‏ وتس هذه الجملة تمثيلا وسيطيا للمستوي (480) 
زيع-مة)6+(ية -وع)ه + =z,‏ 


نأك :اوهد تمثيلا وسيطيا للمستوي (2480) حيث (3,1,1-)0 , (3, 8)4,2 , (4)0,0,1 


الحل : من أجل كل نقطة (2 , لإ .) 24 من المستوي (4800) يوجد عددان حقيقيان © و ۸ بحيث : 
AM =a AB + BAC‏ 


Xx =4« -36 1 4 39 
ي20 ددر‎ + 6 (a. )eR’ تكاف‎ AM =u AB + GAC ومنه‎ AM 0 , 48| 2| , 46| 1 |: لدينا‎ 
ج‎ -1+ 20 2 0 


. هر ١‏ 00 0 ۰ ونه 8 ج 
2-4 اح اا 
ضبط أستاذ الرياضيات طالبا ف حالة تلبس بالف ف الإمتحان فطرده وقال له لا فائدة من الغش حتى ولو 
تحصلت على 20 من 20 لذلك أعطيك صفرا. فرد الطالب علمتنا المنطق والبرهان سأبرهن لك فوائد الغش : 


1) يعمل الغش على تقوية روح الصداقة و التعاون بين الطلبة و دعم روابط المودة.. 


2) يتيح حسن الجوار. 

3) تقدم للمراقب خدمة جليلة الذي سينشغل بما تفعله بدلا ئاب و الملل الذي قد يصيبه من جراء 
جلوسه بلا عمل طوال مدة الامتحان 

4) يتيح لك الغش إظهار روح التضحية إذ سيتمكن زملاؤك من الغش دون أي مخاطر لأن المراقب سيكون 


5) ستتمكن من التعرف على المسؤولين عن لجنة الامتحانات مثل مدير الدراسات و ريما رئيس المؤسسة 
وبذلك تصبح من الشخصيات المشهورة اللامعة. 

6 سينتهي الأمرغالبا بسحب ورقة الامتحان وبالتالي تعود إلى المنزل قبل باقي زملائك بدلا من الجلوس في 
مكانك بلا أي فائدة. 

7 اذا كنت سعيد الحظ قد تحرم من دخول باقي الامتحانات وبالتالي ستتمكن من الاستمتاع بالعاطلة 
الصيفية مبكرا. 


فرد الأستاذ قائلا: سأعاقبك مرة ثانية وبقساوة لأنك لم تطبق الحديث الشريف : من غشنا فليس منا. 
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إن التعامل مع الناس.. يحتاج إلى كثير من التواضع.. والكثير من الحرص.. والكثير من المرونة .. 
ولكن دون المساس بمستوى العزة و الكرامة.. 
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قطبيقات باش ة مسحلا 


في معلم متعامد ومتجانس من الفضاء لدينا النقط (4)1:1:3 , (8)3:1:2 , (2-:1:2-)0 


2)أحسب المسافتين 46 : 48. 


و 


نعتير النقط التالية (3-,4-,3)© , (1-,1,4) , 410,1 . بين أن المثلث 48€ قائم في النقطة ۸. 
التمرين رقم 03 > 

ق معله مامد و جائ من القحباء لدينا ال 40:137 . C223) a‏ 

ات مات كلايخ 54€ 48 كم اجس 40 28 
2) أحسب المسافتين 2460/: 48 ثم cos(4B, AC)‏ 

3) استنتج طبيعة المثلث )8 4. 
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أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( 2) الذي يشمل النقطة (3-,4)2,1 و(7)1,1,2 شعاع ناظمي له 


التمرين رقم 05: 
أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( 2) الذي يشمل النقطة (3-,4)2,1 و 8€ شعاع ناظمي له 
حيث (0:1:2) , C(12;-2)‏ 

التمرين رقم 06: 

في معلم متعامد و متجانس ( 1:K‏ 0) من الفضاء » نعتبر النقط (1-,0,1) ۸ (2-,2,1) 8 (2-,1,0) ° 
1. بين أن النقط ۸ . 8 و © تعيّن مستودا ا 
2 غين شعاعا ناظيينا « للمسنوي (غ۸6) 
3. أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( 686 ) . 


التمرين رقم 07: 


في معلم متعامد و متجانس ( 0:1:7۴ من الفضاء » نعتبر النقط (1,5-,4)©, (8)2,1,0ی1,1,89-)A۸‏ 
1. بين أن النقط ۸ . 8 و © ليست في استقامية . 


التمرين رقم 08: 


في معلم متعامد ومتجانس (6: 2:7: 0) من الفضاء نعتبر النقط (0)5,4,5), (6-,3,8-)8 , (1-,4)2,0 
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1) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ( 2) الذي يشمل النقطة 4 وعمودي على المستقيم (800). 
2) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ('2)الذي يشمل النقطة 8 ويوازي ([2) 
3) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي )۸8€٣(‏ 


التمرين رقم 09: 


نعتبر المستوي (0) الذي لس ودود سوق حوب د النقطة( 1-:1:2-)48 عن () 

التمرين رقم 10: 

في معلم متعامد و متجانس (2: 3:7 0) من الفظلاء,؛ نعتبر المستوي ( 5 ) الذي معادلته0 -<4-ج5 +21 -316 
1) عين بعد النقطة (2:7-:8)1 عن المستوي (). 

2) عين بعد النقطة (8)2:1:0 عن المستوي  (‏ ) . ماذا تستنكظة جر 


ف معلم متعامد و متجانس (2/: [: 1: 0) من الفضاء » نعتبر النقطتين : (2,1-,4)1 و (6)23 والشعاع 
(2 1 ,غين اللماقة بين النعظة" لل والسعوى (۶) الذى يشمل الفط 8 و شاع ناظي له 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (O iJ sk)‏ 


1) نعتبر( 5 ) سطح الكرة التي مركزها (2,1,0) © وطول نصف قطرها 2 
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أكتب معادلة ديكارتية ل( 5 ) 
2) نعتبر( '5 ) سطح الكرة التي قطرها [ ۸8 ] حيث (1,2-,8)0 , (2-,4)1,0 
عين قيمتي العدد الحقيقي ‏ حتى تكون النقطة (0,1,0)') نقطة من ('5). 
البيت الذي تمارس فيه الدجاجة عمل الديك يحل به الخراب 


التمرين رقم 13: 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . عين مركز وطول نصف قطر الكرة التي معادلتا : 
-16×-8y-27 =0‏ 2ج + y2‏ + 2× 


لتكن ( 5) سطح الكرة ذات المعادلة : 3=0- ج4+ بر ج + * ر + ر 
أوجد معادلة للمستوي المماس لسطح الكرة ( 5 ) في النقطة 4. 


التمرين رقم 15: 


في الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس , نعتبر( 5 ) سطح الكرة التي مركزها 
(2-,42)1,0 وطول نصف قطرها 3/. والمستوي (2) ذي المعادلة 0 -2 - ج + بز + عر 


بين أن (P)‏ مماس ل(5). 
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التمرين رقم 16: 
1)أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( 0 ) الذي يشمل (۸)0:0:1 و u(tED‏ شعاع توجيه له 


2) عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( 8٤‏ ) حيث (2:7:1-)) و(8)3:5:2 


التمرين رقم 17: 


نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس [ 7,6 ,0.,7) المستقيمات (,4) »  )4,(‏ (,4) ممثلة وسيطيا 


: على الترتيب‎ 
XxX =+, 21 1-4 XxX --2 +5 

(d,): y --3 It, لعي / :3 +4- ( 4,(:1) ><اء‎ « (d,): y =-1-f, /4 الع‎ 
z =2, 2S, z =3+4t, 


4 أدرس تقاط (4) و (,4) 
© أدرس تقاطع (,4) و (,4). 
التمرين رقم 18: 


نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس ( /,,0,7) المستقيمات : (,4) ٠ )4,( ٠‏ (,4) بحيث : 


26 +1-ح XxX - 8- 61 XxX‏ 6+1- نر 
لع 4/ ,4= y‏ 4(:4) < لعي :/ ,1-12- بر ؟:(,4) <« لع ,1/ 3 +1-- (d,):1y‏ 
-5- ج 9 +2-- ج 2-26 - ج 
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التمرين رقم 19: 


537 


عين تقاطع المستوي ( 2) الذي معادلته 1= ج52- + ×2 والمستقيم ( 48) حيث (5,0-,1) 4 . (4,1,3) 8 


التمرين رقم 2:0 


(4) مستقيم يشمل النقطة (1-,2-,4)1 و 2,3,1( شعاع توجيه له. (2) مستو الذي معادلته 
0= 2-4 + 3-5 عين تقاطع المستوي ([2) والمستقيم (۸) 


لیکن (2(:)8) مستويان معادلتاهما الديكارتيتيهما على الترتيب : 2-0 + ج y+‏ -×:(۸ 


Wm 
ا‎ ١ 5 


7 
١ 


0 -2+32-*2: (2) . بين أن (2) و (,2) متقاطعان وفق مستقيم (4) يطلب إكظاء تمثيل وسيعلي 
التمرين رقم 22: 

أعط تمثيلا وسيطيا لتقاطع المستويين (۶) و (,2) 

(BP ):x-2y+2z+2=0 (EB):3x+y-z-1=0 


التمرين رقم 23+ 


لتكن (2) : (5 : (2) : (2) معادلاتها الديكارتية كما يلي : 1=0- ج- بر + ×: (8) 
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0 -4- ج+ 2 + عن3: (رظ), 13-0- 32+ :2 - -11=0.(P,):x‏ ج6- (P,):-2x +4y‏ 
1. بين أن (8) و (,2) متقاطعان وفق مستقيم يطلب إعطاء تمثيله الوسيطي 


2 بین أن (P,)‏ و (P,)‏ متوازيان 


التمرين رقم 24: 
لیکن (8) : (2 : (2) خفقرمستويات معادلاتها الديكارتية كما يلي : 
4- ج- بر+ (P):x‏ <« 07ح +z‏ بر - 32: ررظ) <« 7= ج3- +3y‏ ع2 -: رط) 


عين تقاطع (1) ; (۵) : (1) 


التمرين رقم 25 


ليكن (2,(:)8: )٨,(‏ ثلاثة مستويات معادلاتها الديكارتية كما يي : 
0 -6-ج37-+2 +2: رظ) . 4-0 +ج سر +ع -: رظ) . (B):3x+5y+4z—-6=0‏ 
عين (,0)1) .)1(0١)12(‏ 

التمرين رقم 26: 

ليكن (2) : (2 : (2) ثلاثة مستويات معادلاتها الديكارتية كما يلي : 

2-0 +ج + مر -جز: (ر2) . (BE):x—-2y+3z=0 «< (B):2x—-4y+6z2+3=0‏ 


عین ()0 (2) 8(0( , 
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ل لتمرين رق 27 


نعتبر النقط (0,1, ٥)1‏ , (2,0,0-)8 , (1-,4)0,1 
1) عين معادلة لسطح الكرة ( 5) التي مركزها 4 وطول نصف قطرها 2. 
2) عين تقاطع سطح الكرة ( 5) والمستقيم ('80). 


> لمخنيها _ حر 


يحبك الرجل لما يظنه فيك من صفات حميدة و تحبك المراة لما تظنه أنت فبها صفات حميدة. 


التمرين رقم 28: 

نعتبر سطح الكرة (5) التي مركزها (1,1-,2)1) وطول نصف قطرها 3. 
عين تقاطع سطح الكرة (5) والمستوي ( 107 ) 

التمرين رقم 29: 


في معلم متعامد متجانس نعتبرالنقط : (۴)3,4,3 , (4,2,5)©, (1-,8)2,1, A(3,0,-1(‏ 
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1) تحقق من أن المثلث 48٣‏ متساوي الساقين. 

2) أحسب مساحة المثلث 4760 . 

3 تحقق من أن 0-<7-ج27-2 +2 هي معادلة للمستوي ( 480 ). 

4) أحسب بعد النقطة 7 عن المستوي ('4286). 

5) أحسب حجم رباع الوجوة 2480177 

تذكرة : حجم رباعي الوجومايُحسب كالتالي 1 ,1 حيث 5 مساحة القاعدة و ۸ الإرتفاع. 
التمرين رقم 30: 

في معلم متعامد متجانس نعتبر النقط : (2 .2/01 , (2,0,2)© , (1,2-,8)0, (1-,4)1,2 
1) تحقق من أن المثلث 48٣‏ قائم. 

2) أحسب مساحة المثلث ۸8€ . 

3) تحقق من أن 4-0-ج5 + ر6 +3- هي معادلة للمستوي (480). 

4) أحسب حجم رباعي الوجوه 4/807 

بعد نقطة عن مستقيم في الفضاء : 

التمرين رقم 31 : 

في معلم متعامد متجانس نعتبر النقطة (1-,1,2) 14 و (28) و (0) مستويان بحيث : 


(P):2x-y+22-5=0 (0):2x+2y- 2-4 =0 
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1) بين أن (2) و (0) متعامدين. 

2) أحسب المسافتين ((0) , 4)1 , ((5), 4)34. 

3 استنتج المسافة بين النقطة 1 والمستقيم (۸) حيث |1+4-(2(6)0) 

التمرين رقم 32 :طريقة اخرى لإيجاد بعد نقطة عن مستقيم. 

في معلم متعامد متجانس نعتبر النقط : (4, 2 ,60)0 , (2-,8)2,3, A۸)1,2,0(‏ 


أوجد بعد النقطة € عن /الللتقيم (48). 


-2 0 حر 


هي القناعة فاحسهها تكن ملكا لولم تكن لك إلا راحة البدن 


وانظرلمن ملك الدنيا بأجمعبا هل راح منيلهان غير القطن والكفن 
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111122 2065 


116620 0إي“+ 52-2 
26 
2 


ا 
8 
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الرياضيات مثل الزواج» كلاهما يبدأ بفكرة بسيطة في البداية ولكنه يتعقد بعد ذلك. 
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حلول التطبيقات المباشرة 
23011110101 
حل التمرين رقم 01 : 
(2-3, 48)3-1,1-1 أي (1-,48)2,0 . (2-3-,1-1,2-1-)46 أي (5-,1, 2-)46 
الجداء السلمي :1= 5+ 4-= (5-)(1-) + (0)01+ (2-)2 -240. 4ل 
0 = 25 +4+1/. - 40 ; كل. - 0+1 + 4ل. - AB‏ 
حل التمرين رقم 91 
AB (2,4,-2)‏ و AC(4,-4,-4)‏ 
AB.AC=2(4) +4(-4) + (-2)(-4) = 8-16 +8 =0‏ 


الشغاعان A8‏ و 4€ متعافدان إذن a‏ قائم في النقطة ۸ 
حل التمرين رقم 03 : 


1(1.) قو‎ (E .=1.=) u 
عوج‎ )5() (+ D+ C= 2-1152 
AB = ./2+1+1-./4-2 ; AC=ہ/2+1+1= 4ل‎ =2 (2 


EG ومنه ا‎ AB . AC = ABx AC xcos( AB , AC) 
)الى »ا تك‎ 2x2 2 


3) المثلث 480 متقايس الأضلاع . 


معادلة المستوي تكون من الشكل 0= 4 + 22+ ر +× حيث > 4 وبما أن المستوي ( 2) يشمل النقطة 
(3-,4)2,1 فإن 4-0 + (3-)2 +2+1 ومنه 4-3 إذن المعادلة الديكارتية للمستوي (2) هي 


0 223+( لدع 
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حل التمرين رقم 05: 
مركبات الشعاع الناظمي 86 : (2-2-, 2-1 , 1-3-)80 أي (4-,4,1-)80 


معادلة المستوي تكون من الشكل 0= ك + ج42 - ر +4- حيث >R‏ 4 وبما أن المستوي زم يشمل النقطة 
(3-,4)2,1 فإن 0= +d‏ )3-(4-)1( +)4(2- ومنه 5-= 4 إذن المعادلة الديكارتية للمستوي (P)‏ هي 
0 -5-ج4- م + عر له 


حل التمرين رقم 06: 


4 النفقظ 4 , 048 تعين مسقو إذا كان الشعاعان 40 , 48 غبرمركبطن خطيا: 
لدينا (1-,1-,1) 040 (48)2,0,1 واضح أنهما غير مرتبطين خطيا.إذن 4 , 8 , © تعين مستويا. 
n(a,b,c) (2‏ 89 (48€) معناه 48 ل و 7146 أي 0= ۸.4B‏ و 0- 7.46 وتكون 
2a+0-c=0‏ 
e‏ 
نعطي قيمة كيفية للعدد © مثلا 1 -© فنحصل على 60-2 و1--2 إذن (1,2-,۸)1. 
3)لدينا المستوي (4860) شعاعه الناظمي (9*© ۸)1 إذن معادلته على الشكل : 0= 4 + 22+ ر - 6 حيث 
>R‏ 4 والمستوي يشمل (1-,4)0,1 فيكون 0= 4 + (1-)2+ (1)1- (1)0 ومنه 3= 4 وأخيرا 
0 -3+ ج2+ ر- × هي معادلة ديكارتية للمستوي ('48)0) . 
حل التمرين رقم 07: 


لدينا الجملة التالية 


1) 4 , 8 , © ليست في استقامية معناه الشعاعان ۸€ , AB‏ ال 
لدينا (2,2-,46)5 , (3-,48)3,0 وهما غير مرتبطين خطيا إذن 4 , 8 , ٤‏ ليست في استقامية. 


2) نجد شعاعا ناظميا (©,7)4,5 للمستوي (480) معناه 48 71 و 7146 أي 0= 42م و 

3a +0-3c =0‏ ف 
e‏ 
نعطي قيمة كيفية للعدد © مثلا 4=2 فنحصل على 6-2 و 7=( إذن (۸)2,7,2. 
لدينا المستوي )48€٣(‏ شعاعه الناظمي (7)2,7,2 إذن معادلته على الشكل : 0= 4 + 27 +71 +21 . والمستوي 
يشمل (1,1,3-)4 فيكون 0= 4 +(2)3+(7)1+(1-)2 ومنه 11-=4 وأخيرا 11=0- 22+ 7y‏ +2 هي 
معادلة ديكارتية للمستوي )۸8٣(‏ . 
حل التمرين رقم 08: 


0= 7.406 وتكون لدينا الجملة التالية 


1)معادلة ديكارتية للمستوي ( 27 )الذي يشمل النقطة 4 وعمودي على المستقيم (80) معناه (11, 4-, 8) 80 
شعاع ناظمي للمستوي ([2 )الذي يشمل النقطة (4)2,0-1/ 
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نحصل بسهولة على معادلة (5-0:)25-ج11+ .8x-4y‏ 


2) المستوي ('2 )الذي يشمل النقطة 8 ويوازي ([2) معناه المستوي ('2) يشمل النقطة 8 وعمودي على 
(11, 4-, 80)8. نحصل بسهولة على معادلة ("112+122-0:)8+ ر4-×8. 
3 معادلة ديكارتية للمستوي (0:)4800 = 180+ ج442 + 151-:687- 


حل التمرين رقم 09: 


_ ]3)-1-12 + 4+1 


0 /9+1+6 `6 


ET 


و وے ا ا 5 4)8,)5 نستنتج أن المستوي (2) يشمل النقطة 
e 1 38‏ 
B(2,1,0)‏ 


حل التمرين رقم 11: 
نجد أولا معادلة المستوي ( 5 ) الذي يشمل النقطة (8)1,2,3 و 11,2-)7 شعاع ناظمي له فنجد 


له قي € ,£2 000 


0 22-7 +( +*- وبالتالي 


سطع الكرة 

حل التمرين رقم 12: ت 
0- (2-0)+ (1-ر) + (2-) بعد النشرنجد -4×-2y+3=0‏ + ”ر + × 
2) معادلة ('5) :)'5(€ M (x,y,z)‏ تكاق 0= AM .BM‏ . 

لدينا (2-2 ,1+ AM )x-1, y-0, 2+2( , BM )x-0,y‏ ومنه 0= AM .BM‏ تكاق 
)x-1)x(+)y()y +1( +)2+2()2-2(-0‏ . 


حتى تكون النقطة (1,0,») © نقطة من ('5) معناه 0-(0+2()0-2)+(1()1+1)+(2-1()2) أي 


0 -2-4 +م- ته أو -d4-2=0‏ ثيح 
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نحل المعاذلة 0= 2- ج = ”ج ياستعمال ال مز نهد +1- -ح يم أو 6-22 


x2 + y2 + 2 -16×-8y-27 =0‏ تكاقئ 22-0 -2ج + ر8 - ”ر +×16- ”× تکاق 
)x-8( -64+)y-4( -16+)z-1( -1=0‏ أي 81= )x-8( +)y-4(” +)z-1(‏ 


إذن مركزها (2)8,4,1) و طول نصف قطرها 9= ۸ 
حل التمرين رقم 14: 
3=0- 4+ 97 تكاقع 42-3=0+ ”7ج + 2y‏ + ”ر -6×x+‏ ”× 
تكاق 4-3=0- (2-)+1- 17+ ر)+9- (3-») أي 17= +)z+2(‏ (1+ر)+ (3-×) . إذن 
مركزها (2-,1-,2)3) و طول نصف قطرها 0/17 -2. 


النقطة (1:2-:4) 4 تنتمي إلى ( 5 ) لأن إحداثياتها تحقق معادلة ( 5): 


-3( + )-1+1( +)2+2(-1+16-7 


إن هذا المستوي المماس يشمل النقطة (1:2-:4) 4 وشعاعه الناظمي هو (1+1,2+2-,24)4-3) أي 
(24)1,0.,4» 


فنجد بسهولة معادلة المستوي المماس .12=0- 47+ XxX‏ 
حل التمرين رقم 15: 


يكون المستوي (2) مماسا لسطح الكرة (5) إذا كان بعد المركز (2-,52)1,0 عن المستوي (2) يساوي طول 
فك الفط د . 


1(1) + 1(0) + 1)-2( - 2| 8 


NETE =3‏ =((4)2.)۶ إذن (ط)مماس ل (8), 


۵ 
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حل التمرين رقم 16: 


XxX =3-5 


X =‏ 
y=t /IteR 0‏ 2.)2(:4) لدينا BC(-5,2-1)‏ ومنه (BC):ly -5+2/ /teR‏ 
z =2 - z =1+t‏ 
5 1- 7 
لدينا : | 1- | .| 3 إا ٠‏ | 3- |و» أشعة توجيه للمستقيمات (,4) . (ر4) »(,4) على الترتيب. 
4 1- 2 


1) دراسة تقاطع 9 
نلاحظ أن ,1 و ر1 غيرمرتبطين خطيا و بالتالي (,4) و (,4) غير متوازيين » فهما إما متقاطعان أو لا ينتميان لنفس 
=5 2 
المستوي . وعليه نحل الجملة : ر31 + 4= 4-1-8 نجدآ= 4 و 2را 
ب - 5- 41 +3 


مجح "” 

نعوض مثلا ,1 ب 1 في التمثيل الوسيطي للمستقيواً (,4) أونعوض را ب 2- ف التمثيل الوسيطي للمستقيم (,ك) 
x =-2+5)1(=3‏ 3-(2-)-21ع 

من أجل 1= ,ا نجد 2-=(1)-1-=ر > من أجل 2-- ر نجد 2-=(2-)4+3= ر 

( 


2 =5-)-2(= z=3+4)1(-7 
e أي نفس النقطة (2,7- ,2)3 إذن (,4) و (,4) يتقاطعان في‎ 
.)4,( دراسة تقاطع (,4) و‎ )2 
نلاحظ أن ,1 و ا غير مرتبطين خطيا و بالتالي (,4) و (,4) غير متوازيين » فهما إما متقاطعان أو لا ينتميان لنفس‎ 
-2+ 5t 2-7 +71 


المستوي وعليه نحل الجملة: 31 = 1-4- نجد1- = 1 و0- 1 
4f = 21,‏ +3 
x=-7+7)0(=-7 2--2+5)1(- 3‏ 
من أجل 1= + نجد 2--(1)-1--41 .»من أجل 7-0 نجد 3)0(=0-=ر 
7-(2-3+4)1 2)0(=0= > 


إذن (,4) و (,4) ليسا من نفس المستوي. 


حل التمرين رقم 18: 
1) دراسة تقاطع (,4) و (,4) : 
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6 2 

4 | شعاع توجيه المستقيم (,4) ٠‏ |12- إرا شعاع توجيه المستقيم  )4,(‏ 

9 3 

نلاحظ أن 310- - 1/2 أي 1 و 12 مرتبطان خطيا نستنتج أن (,4) و (,4) متوازيان ندرس هل هما متوازيان 
تماما أم منطبقان ومن أجل هذا نختار نقطة من (,4) وندرس هل تنتمي إلى (,4). من أجل 0= ,1 نحصل على 
النقطة (1,0,5-)4 من (,4). 
ندرس هل )d,(‏ ۸6 ؟ 


3 
000 
1-8-61- 1 
(ي4) ع4 تكاقن ,/0-1-12 > نحصل على 7 = را وهذا مستحيل إذن (ر4) © 4 وبالتالي (,4) و (,4ك) 
رو جص 5 1 
0 
متوازيان تماما. 
2) دراسة تقاطع (,4) و (,4) : 
2 ا 
4 |» شعاع توجيه المستقيم (/4) ل 


3 


3 اي شعاع توجيه المستقيم (,4) 


2 

نلاحظ أن 31 و 2 غير مرتبطين خطيا نستنتج أن (,4) و (,4) غها متوازيين » ندرس هل يتقاطعان أو لاينتميان 
إلى نفس المستوي . 

(,4) و (,4) يتقاطعان إذا وفقط إذا وجد عددان حقيقيان ,ا و را بحيث : 

- E =O 

١ 44 =-1+ 34‏ بعد حل هذه الجملة نجد 11= 1 و 15=ويا. 

5-31 =2- 24 


نعوض مثلا ,4 ب 11 في التمثيل الوسيطي للمستقيم (,4) أونعوض ,1 ب 15 في التمثيل الوسيطي للمستقيم (,4) . 
x =-1+2)11(=21‏ 

من أجل 4-11 نجد 4)11(=44=« إ أي (,4) و (,4) يتقاطعان في النقطة (28- ,44 ,2)21 . 
z=5-3)11(=-8‏ 
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XxX -1+ 7‏ 
نجد تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸8) وهو 6 +5-= نر حيث 8| چ 1. 
3= ج 


نعوض × ,ل ,< في معادلة المستوي 1= 57- 7+ ×2 نحصل على :1= (5)34-(64+ 5-) + (31+ 2)1 


نجد = نحصل على : 


3 3 3 


وأخيرا يتقاطع المستوي ( 2) والمستقيم (48) في النقطة (4-,13-,3-)1 


حل التمرين رقم 20: 
7 -1-ح XxX‏ 
نجد تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸) وهو 2+3-= 47 حيث € 1. 
++1-- ج 
و 


نعوض × , ل ,<> في معادلة المستوي 0 -<4- ج + 33-5 نحصل على : 


4=0-)1+1+)2+3 31-2-5 نا < 


2١ 1 2 4 2 3‏ 
نه =| کے 11ج د | 2 |0+3- 2( ,=| 1-2 أخيرا يتقاطم المستوي ( ۲ 
س 6 3 5 6 9 5 6 N‏ وأخيرا يتقاطع ي( ( 


قالع نتوين - 


نلاحظ أن (1,3-,2) ,8 , (1,1- ,7)1 غير مرتبطين خطيا وبالتالي (2) و (,2) غير متوازيان. 


لتعيين تمثيلا وسيطيا لمستقيم تقاطع مستوبين نعبر عن مركبتين بدلالة المركبة الثالثة 


نضع مثلا 1= ل حيث 15 1 فنحصل على : 


ا 2-2 ج بير 


3 عند حل هذه الجملة نجد 4-4 -<ج , ×X=-6+2‏ 
1-<37-+21 


2x-y+37 =0 
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ومنه المستويان (2) و (,2) متقاطعان وفق مستقيم (۸) تمثيله الوسيطي هو 2# ر حت 8 € 


حل التمرين رقم 22: 

93 0 تمثيلا و 1 ليا | تقيه تقاطع مستويين نعبر عن مركبتين بدلالة المركبة الثالثة 
1 -2-- 23 - نز 

نضع مثلا 1= > حيث 18> 1 فنحصل على : og‏ ا عند حل هذه الجملة نجد 


)-0 , y=1+t ا‎ 


XxX =0‏ 
ومنه المستويان (2) و (ر٨)‏ متقاطعان وفق مستقيم (۸) تمثيله الوسيطي 1+4- 47 حيث €٤‏ 1. 
z=‏ 
حل التمرين رقم 23: 
1 3 1 رو 
1 |« .|2 | .| 2- |" ,| 4 |« أشعة ناظمية ل (8(:2(:)8): (28) على 
5 1 3 6- 
الترتيب ١‏ . جو" 


1) 7 و 7 غير مرتبطين خطيا إذن (28) و (2) ليسا متوازبين فهما متقاطعان وفق مستقيم (4) .للحصول 


على تمثيله الوسيطي نكتب مثلا × و 1 بدلالة > (2 وسيط). نضع = > حيث ۸ € / 
2-3 - نر 
x+y=t+1 x+y—-z—-1=0‏ 
تکاف بعد الحساب نج +1-= ر حيث 8 € 1 
3x+2y=- +4 3x+2y+ 7-4 =0‏ 1 
52 7 
2)لدينا 27-- 74 أي 724 و 73 مرتبطان خطيا . إذن (2) : (2) متوازيان إما منطبقان (متوازيان تماما) أو 
تقاطعهما خال. نختار نقطة من )٨(‏ ولتكن (4)15,1,0 ونتأكد بسهولة أا ليست نقطة ل" وبالتالي 


(8) : (2) تقاطعہما خالء إذن (,2) و (,2) متوازيان. 


1 3 2 
1 | ,| 1- |« .| 3 إ# أشعة ناظمية ل (۶) :(2 : (2) على الترتيب 
1- 1 3 


)72( و ر۳ و :7 غير مرتبطة خطيا مثنى مثنى إذن (2) :(2): (2) متقاطعة . نجد أولا تقاطع (2) و‎ n 


وليكن (۸) مستقيم تقاطعهما . نكتب مثلا × و ( بدلالة > (2 وسيط). نضع 1= 2 حيث 18 € . 
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1 


XxX+y=4+t xX+y—-z=4 
1 € ۸R عاق 7 | عند حل هذه الجملة تجد /+3- « حيث‎ | 1 


0 -ج 3x-y+‏ 1ح بر - 3 
z=‏ 
نلاحظ أن المستقيم )۸( و )2( يتقاطعان وفق المستقيم )۸( نفسه لأن : 
7-(34-(+303+(2)1- دوما محققة. 
2-1 
تتقاطع المستويات الثلاثة وفق مستقيم (۸) تمثيله الوسيطي هو 3+1= 47. حيث 18ج / 
z=‏ 
حل التمرين رقم 25: ( 4 
2 1- 3 
2 .| 1 |« .|51 أشعة ناظمية ل (2(:)2: (2) على الترتيب 
3 1- 4 
,2 و ر و و غير مرتبطة خطيا مثنى مثنيه!75 (2) : (2) : (2) ليست متوازية فبي إذن متقاطعة . 
2y +37 =6 2x+2y+372-6=0‏ +21 
نحل الجملة: 2+4=0-ر+X×-‏ + في تكاق 4=ج-ر+×- 
3x + 5y +47 =6 3x+5y + 472-6 =0‏ 
2y +37 =6‏ +21 ل 
تكاق ج +2 + 4 د بر نعوض ( في المعادلة الأول وفي الا الثالئة نجد a‏ 
6= 42+ بو5+ بو3 ال اه 


حل هذه الجملة نجد 2 2 , 1-=ر , 1- . وأخيرا تتقاطع المستويات (2) : (2 : (2) في النقطة 


- ©)1,-1.2( 


حل التمرين رقم 26: 
0 -2+ج لبر لسر 
نحل الجملة 0 3+ 6z‏ + رyر4-2×x‏ 


خالاص اتفاهمو باه يتلاقاو ني © 


XxX-2y+ 37 =0 
۰ x-y+=-2 XxX-y+z+2=0 
كاف 3> = 62 + ر4 - ×2 تکاف سك و رمسم‎ 2x-4y+6z+3 =0 
#20 x-2y+37 =0 XxX-2y+37=0 


اظ أن | لادان الأفيرميق غير متواققدن إذن التجملة لس لاحل واا 5000905019012 
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حل للتمرين رقم 27: 
1) معادلة (5) : 4= (2+1)+ (1-:1)+ 32 


XxX --2+ 
z= 


نعوض ب ×,ل,< في معادلة سطح الكرة فنحصل على المعادلة ذات المجهول 1 التالية : 5f -5t+1=0‏ نحل المعادلة 


_ 5-5 5+5 


فنجد 2 
10 0 


نعوض بقيمتي ‏ في التمثيّل الوسيطي للمستقيم (80) ثم نستنتج أن المستقيم (800) يخترق ( 5) في النقطتين : 
لاحت 0 تلشنت يبر , ,ہگ بي 


7 


10 د 10 10 


١ 
:28 حل للتمرين رقم‎ 


معادلة المستوي (707) هي 0 2 ومعادلة سطح الكرة (5) هي 9= )z-1(”‏ + ”(1+ر)+ ‏ (1-) 


الجملة 9= +)y+1( +)z-1(‏ و تيد 
2-0 2-0 
وهي معادلة دائرة مركزها (0 , 1- ,1)1 وطول نصف قطرها 20/2 تقع في المستوي ( 2017 ). 


HEEE‏ ك 


حل التمرين رقم 29: 
1) لدينا :. (80)2,1,6 , (40)1,2,6 , AB(-1,1,0)‏ 


ومنه 41/. - 86 , 41/. - 46 , 1/2- 48 وبالتالي المثلث 480 متساوي الساقين رأسه ©. 


2) لتكن 7 منتصف |48 ]| فيكون [07)] هو الإرتفاع ومنه مساحة المثلث ۸8٣€‏ هي ل »له = إن »هط - و لذن 


[ منتصف ۸8 . 
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ا ا 01 1 0 1 
2 2 2 2 2 


1 1 1 9 9 9 
نحسب | IC‏ وھ AI‏ : —-= + ل CÎ = |+ =+ 36 = AI=‏ 
لطولين 2 4 4 a‏ 4 
9 
إذن مساحة المثلث )4/7 2 8 x‏ - 0« قا ده . 


3 نتحقق بسهولة أن إحداثيات النقط ') , 8 ,4 تحقق المعادلة 0 -7- ج -:(2 +221 . 


4 -7- چک 2 2% 


4) بعد النقطة ۴ عن المستوي d(F.(ABC)) = :)۸8€٣(‏ 


4+4+1 
هذا البعد هو الإرتفاع كر الأساس 48٤‏ لرباعي الوجوه 486007 إذن :حجم رباعي الوجوه 486001 هو 
25-2 - رو = 
حل التمرين رقم 30: - 
1) لدينا: AB(-1,-3,3) , AC(1,-2,3) , 8C(2,1,0(‏ 


0 , 8 غير مرتبطين خطيا وبالتالي النقط 4 , 8 , © تعين مثلث وبما أن 2-2+0-0 -40. 80 فإن 


ان 


5 مساحة الث ©486: AC x BCE‏ 5 = عمر 


المثلث 480 قائم في ©. 


2) حساب 


ABC 


لدينا : 5ه = 4+1+0/. - 86 , 14/ - 1+4+9 - 46 
1 1 1 1 5 

إذن 0 = 4C < BC = > x14 <S‏ > = و5 . 
3 نتحقق بسهولة أن إحداثيات النقط € , 8 ,4 تحقق المعادلة 4=0- 57+ ر6 .-3×x+‏ 


4( حساب حجم رباعي الوجوه €2 ۸6. 


بعد النقطة 7 عن المستوي )48٣(‏ هو إرتفاع رباعي الوجوه 48٤2‏ المتعلق بالقاعدة ۸8€ 


اللي عندو 2 وجوه 


5 |-33 + م6‎ +52p -4 _ 12 


0/. 5 + 36 + ول. 


d(D ((عهد),‎ 


1 12 1 1 1 
وأخيرا 2= لال اه xd(D,(ABC))‏ 6 0000 


حل التمرين رقم 31: 
1) (1,2-,7,)2 شعاع ناظمي للمستوي )٨(‏ . (1-,2,2) ر۸ شعاع ناظمي للمستوي (0) 


ا ةا وبالتالي (0) 1 (25). 


.4(M ,(P))=+ , 4(M ,(0))=1 © 


3 لتكن 4# المسقط العمودي للنقطة 74 على (۲) . × المسقط العمودي للنقطة ۸1على (0) . 7 المسقط 
العمودي للنقطة 14 على (۸) . م 


النقط الثلاثة تنتمي إلى نفس المستوي الذي سمرت 4 والعمودي على (۸). 


بما أن (0) 1 (8) . 1417727 له ثلاث زوايا قائمة إذن هو مستطيل . باستعمال نظرية فيثاغورس في المثلث القائم 
MEH‏ القائم في 17 : HF’‏ + 11117 - 1117 . 


MH - ل‎ ) 1 2 , MK =d(M ,(0))=1,MF = d(M , (۸))  نكلو‎ 


4M .(4))= 6 5" إذن ا‎ 
REE EES EEE رفم‎ ei حل‎ 

1) نعين معادلة للمستوي (2) الذي يشمل النقطة € وعمودي على (۸8). 

2) نبحث عن إحداثيات النقطة 1 نقطة تقاطع المستوي (2) و (۸). 

.d(C,A)=CH (3 


۵ نجد تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸8) 
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XxX =1+t 


لدينا (2-, ۸48)1,1 ومنه €۸ £/ 6+ 2= ر هوتمثيل وسيطي للمستقيم (48) 
2= ج 


© نعين معادلة للمستوي (2) الذي يشمل النقطة € وعمودي على (۸8). 
معادلة المستوي () من الشكل 0= 4 + 22- ر +× لأن (2- , 48)1,1 شعاع ناظمي له. 
بما أن (28) يشمل € فإن 0= 0+2-8+4 ومنه 4=6. 
إذن 0= 6+ >2 - ر +× هي معادلة للمستوي .)P(‏ 


© نبحث عن إحدإؤقاك,النقطة 1 نقطة تقاطع المستوي (2) و (۸8). 


XxX =1+t 
=< فنجد‎ y =2+t نحل الجملة‎ 
ج‎ =2 
-3 x +y -2z +6 0 
1 1 1 1 OOD 
.H a, نعوض قيمة 1 في التمثيل الوسيطي نجد 3= , د ومنه‎ 


الرياضيات 
علم من أجمل العلوم إزداد بالمواهب والافكار 5 
فيه الفكر وفيه المتعة بحل المسائل والالغاز 
فيها الجمع وفيها الطرح تستعمل في كل الاوقات 
والقسمة تستعمل لحل النزاع بالانصاف 
والضرب لايؤلم أبدا بل يسرع في حل الحسابات 
تحمل في طياتها قوانين لانستغني عنها مهما كان 
فلنتعلم كل العلوم لنعلي راية الاسلام 
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هكذا يفكر الكسلاء والمتهاونون في الدراسة 


نحن نعلم أن 


سة - عدم الرسوب 
وأن 


عد 5 اب 
بجمع المعادلتين طرف لطرف نجد (الدراسة + عدم الدراسة) = (الرسوب + عدم الرسوب) 
بأخذ عامل مشترك (1+عدم) الدراسة_ح(1+عدم ) الرسوب 
اة هلل العاف الشارك يا" یسالرب 


النتيجة : اغلق الكتاب وارقد بكري يأتيك النجاح من حيث لا تدري 
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استعد للبكالوريا: تمارين محلولة 


التمرين رقم 01 : 
في الفضاء المزود بالمعلم المتعامد المتجانس [ 2 , ز , 3 , 0) » نعتبر المستوي (2) الذي يشمل النقطة (2,1-,8)1 


Bk شعاع‎ n(-215 ) و‎ 


('2) المستوي الذي مكألته 2-7-0 +2 . 
1) أثبت أن المستوبين (2) و ('2) متعامدان. 


2) بين أن المستويين (2) و ('2) يتقاطعان هف« مستقيم (4) يشمل النقطة (1-,1,4-)© و (1,1-,4)2 
شعاع توجيه له. 


3 نعتبرالنقطة (1- , 2- , 4)5 . أوجد بعد النقطة.4 عن المستوي )٨(‏ ثم بعد النقطة.4 عن المستوي ('2) 
4) استنتج المسافة بين النقطة 4 والمستقيم (۸). 


5) من أجل كل عدد حقيقي + نضع (, 3-1 , 1+21( M,‏ بها عن الطول ,474. نرمزب (4)/ لهذا 
انل 


6 أدرس تغيرات الدالة ر وين القيمة الحدية الصغرى للدالة ۶ . 

التمرين رقم 02 : 

لقعا قوب ال مل فام اين (o. j.)‏ 

(۶) و ('2) مستويان بحيث : 

معادلة (2) هي : 2+1=0-ر3+× ومعادلة ('8) هي : 0= 2+5 + ر6 +216 
1) عين ,7 الشعاع الناظمي للمستوي (7) و ر« الشعاع الناظمي للمستوي ('۲) 
2) كيف يمكن إختيار العدد الحقيقي » حت يكون المستويان (۶) و ('2) متعامدين. 
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3 كيف يمكن إختيار العدد الحقيقي 0 حتى يكون المستويان (۶) و ('2) متوازيين. 
4) نأخذ فيما يلي 1= ©. المستويان (2) و ('2) متقاطعان وفق مستقيم (4) . عين نقطتين من ( 4©) ثم 
شعاع توجيه له . 
التمرين رقم 03: 
في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس [ /,/ ,1 ,0) نعتبر النقط : 
C(3,-1,2) > 2,0 . A(1,1,0(‏ . 
NN (1‏ ليست في استقامية. 
ب) بين أن :3=0- ج-ر +2 هي معادلة للمستوي (480) . 
2) (۶) و (0) مستويان بحيث: 
معادلة (5) : 0-<4-ج -22 +8 . معادلة([ 0) : 22-5-0-:21+3 . 


XxX=-2 +t 
y=3 بين أن (2) و (0) يتقاطعان وفق مستقيم (4) تمثيله الوسيطي لع‎ 


8 ودج 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامدومتجانس ( 0,7,7.6). 2 


نعتبر المستوي (۶) الذي معادلته 4-0+ ج2- ر+ ×2 والنقط (4)3,2,6 . (1,2,4) 8 (2,5-,4) ©. 


3)أدرس تقاطع المستويات (:486) » (2) و (2) 


1) تحقق من أن النقط 4,8,6 تعين مستو. هاذ التمرين ران انشوف فيه 
المستقيم والقائم والمستوي 


2) بين أن المستوي ( 480 ) هو المستوي 2. 
واللي عند 4 وجوه 


3 بين أن المثلث 48٤‏ مثلث قائم. 


5 ليكن × المسقط العمودي للنقطة 0 على (۶).أحسب المسافة ×0. 
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6 أحسب حجم رباعي الوجوه '©0486. 
67 نعتبرفي هذا السؤال جملة النقط المثقلة [(0,3(,)4,1(,)8,1(,)©,1)!- ى 
أ) تحقق من أن الجملة تقبل مرجحا نرمزله ©. 
ب) نرمزب 1 لمركزثقل المثلث 4860 . بين أن © تنتمي إلى (01). 


ت) أحسب بعد النقطة © عن المستوي (5). 


8 لتكن ('1) مجموعة النقط 1 من الفضاء التي تحقق :5 - | ©11+ 18+ 14+ 3110| عين ('1) . 


7 


في كل سؤال » يوجد جواب واحد فقط صحيح من بين التأكيدات الأربعة التالية : 


الفضاء منسوب على معلم متعامد متجاندر لك 20 (o‏ ؛ تحط التقطة (2,0-,5)1 و 0 حل +ءة -ر+x‏ 


معادلة للمستوي (2). 
1 تمثيل وسيطي للمستقيم ( () المارمن النقطة 5: والعمودي على المستوي (2) هو: 


¥ <عر‎ 2+1 XxX=1+t 
y=-1+ft,te€R ب(‎ < 


y=1-2ft,tfeR (i 


7z=1-31 7= -3 


X=2+t x=1+t 
y=-1+1 , ع1‎ (e «< {y=-2-21,te€ R ت(‎ 
: )۲( إحداثيات النقطة 77 نقطة تقاطع المستقيم ( () والمستوي‎ )2 


21 7 9 25 8 
ت) كاك الاي H‏ 0 ج( الي و 2 H‏ 
3 3 9 11 11 11 


3) المسافة بين النقطة 5 والمستوي ([2) تساوي : 


حسم 


أ) (7)0-4,0,0 . ب) | ,کے 
J‏ ( ا e‏ 
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ES م لالد‎ 
> AT 7 


4) نعتبرالكرة ('1) التي مركزها 5: وطول نصف قطرها 3= ۸. تتقاطع الكرة ('1) والمستوي (2) في : 
أ( النقطة ( 0 ,5- ,1)[. ب) الدائرة التي مركزها ٨1‏ ونصف قطرها 3 


ت) الدائرة التي مركزها 72 وطول نصف قطرها 2= » ج) الدائرة التي مركزها 7 وطول تصف قطرها 


لل 


11 


جد 


ترق الفا امو ال مقلم امد جائ [0,7.7.2) النقط (1-,4)2,0 و )8242 و (633 © 
والكرة( 5) التي معادلتها الديكارتية 0-0 x+y” +7” -4× -4y‏ 

1) بين أن مركز الكرة ( 5) هي النقظة (07)2,2,4 © قطرها 2. 

2) ليكن (2) المستوي الذي يشمل النقطة ل ا ذا غ المستقيم ('80). 
بين أن معادلة ديكارتية للمستوي (P)‏ هي : 1=0- + = ين 3 

8 )ين آن المستوع: ( ۸ يقطع سط الكرة ( 5 وقق رذائرة ('1) طول تف قظرها :1 


با فين تيقلا ونيظيا السيتفي.. (&) كار بالتقطة 3 والمودى على ( 2): 


مركز الدائرة نورمالمو 
قريب للولاية 


ج)عين إحداثيات النقطة © مركز الدائرة ('1) 


التمرين رقم 07 : إختيار من متعدد 
في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد متجانس ( 7,7,6 0) » نعتبر النقط (5-,4)3,1 . (5-,0,4) 8 


D(2,3,4 . C(-1,2,-5) 


أجب ب صحيح أو خأطن مع التعليل : 
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1) النقط 4 , 8, ©, 2 في استقامية. 

2 المستقيم ( 48) محتوى في المستوي حيث 4= + × معادلة له. 
3 معادلة ديكارتية للمستوي ((801) هي : 11=0+ ج5- 9- ×18 . 
4) النقطة 4 تنتمي إلى المستوي ((801) . 


5 الكرة التي مركزها النقطة 4 وطول نصف قطرها 9= ۸ هي مماسة للمستوي ((801) . 


2 -1-ح عر 
6) أحد التمثيلات يطية للمستقيم ((81) هي : 0 حيث 8| € 2 . 
ee.‏ 
2 


التمرين رقم08: 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس .)0,1,K(‏ 4 نقطة من الفضاء إحداثياتها (0,1,1) 
(۶) و ('2) مستويان بحيث : 
معادلة (2) هي : 1=0+ z-ر2+x‏ ومعادلة ('۲) sS‏ 


1) بين أن زم و (P')‏ متعامدان . 


بين أن المستوبين (8) و ('2) يتقاطعان وفق المستقيم (۸). 
3 أحسب المسافة بين النقطة 4 وكل من المستويين (۲) و ("2). 


4) استنتج المسافة بين النقطة 4 والمستقيم (۸) 
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علمتني الحياة أنني إن عشت لنفمي أعيش حقيرا هزيلا 
علمتني الحياة أنه مهما تعلمث فسأبقى جہولا. 


علمتني الحياة أنه خير للإنسان أن يكون كالسلحفاة في الطريق الصحيح من أن يكون غزالاً في الطريق الخطأ 


و علمتني الحياة أن الشجرة المثمرة هي التي بهاجمها الناس. 


5 
7 


التمرين رقم 09: 


في فضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس (0,1,7,۸) . تعطى النقطتان (3-:2-:8)0 , (1-:4)1:0 والمستوي 


و وک رک ير 
2x -y + =‏ 


(2) الذي معادلته 1=0+ 2+ 2+ × و (2) المستقيم المعرط ب 
1 أحسب بعد النقطة 4 عن المستوي (2). 
2) بين أن( 1)۲( 48) . 
3 أعط معادلة ديكارتية للمستوي (8) الذي يشمل النقطة 4 و(2 ,1,1-) ۸" au‏ 
4) أعط معادلة ديكارتية للمستوي (,2) الذي يشمل النقطة (2-,4-,1-) ٤‏ والعمودي على المستقيم ((0). 
التمرين رقم 10: 


في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس (0,:,,6) تعطى النقط : 


C )0,0,1( ,D(0;—1;0)‏ ; (0:1:0) 8 ; (1:0:0) 4م 


طلب نسي ت تسمية ١‏ 3 لمثلث 
المتقايس الأضلاع فقال المثلث 
ذاك اللي مستيكي روحو 


1) تحقق من أن المثلث 48٤‏ متقايس الأضلاع. 
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2) هل المستقيمان (410) و (80) متعامدان ؟ 

3 لتكن 1 منتصف القطعة المستقيمة | 48] و 7 منتصف القطعة المستقيمة| 41 ]| . أحسب 07.67 واستنتج 
قيس الزاوية 707 بالدرجات. 

4) نسمي 7 المسقط العمودي للنقطة 7 على المستقيم (01). أحسب إحداثبي 8. 


5) ماذا تمثل النقطة 4 بالنسبة للمثلث ۸8٤€‏ 7 


الفا متسنوب ال ا (O...)‏ » نعتبر النقط (4)1,0,2 . (8)1,1,4 و °11 


1) بين ان النقط 4 , 8 , € ليست في استقامية. 


2) ليكن الشعاع (2-,3,4) 7 تحقق من أن 7 دي على كلا من 48 و ۸€ . 
3) استنتج معادلة ديكارتية للمستوي ( ۸8٤٣‏ :. 


× -2y +62 =0 و ر۶ مستوبان معادلتاهما على الترتيب : 1=0+ 22+ 3+ ×2 و‎  )4 


أن دي لضن واق مسنم أ عب لعا و0 


التمرين رقم 12: 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس ,K(‏ ز , 7, 0) . يُعط المستوي ( 8) معادلته +2y-32-1=0‏ × 


XxX=1+2t 
تمثيل وسيطي للمستقيم ( () . ا‎ y=2-tf ,tfeER و‎ 


z=-3-f 


ف كل سطر من الجدول الموالي توجد تأكيدة واحدة فقط صحيحة. 


النقطة (1,3,2-) 1 تنتمي إلى | النقطة (1-,1-,242/7)2 النقطة (4-,3,1) ۸1 
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(6) 
الشعاع (3-,4)1,2 هو شعاع 


توجيه ل ( 2) 


(0) محتوى في (2) 


ا (2-,6)1,3 تنتمي إلى 
١م(‏ 

المسافة بين النقطة 
(3,2-,1-)4 والمستو © 
- 0 


تنتمي إلى ( 2) 
الشعاع (2,1,1-)” هو 


شعاع توجيه ل (D)‏ 


() و( ©)متوازيان 
تماما 

النقطة (1)1,3,2 تنتمي 
إلى (2) 

المماقة ميث ا 
EF‏ والمستوى 


)2 هي 14 


الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس )0.1,,K(‏ . 


تنتمي إلى ( 2) 
الشعاع (4-,1)3,1 هو 


شعاع توجيه ل (D)‏ 


(5) و ( ۶ )متقاطعان 


النقطة (1-,۴)1,3 تنتمي 
إلى (2) 

المسافة بين التقطة 
(3,2-,1-)4 والمستوي 
(۲) هي 20/3 


(5) مجموعة النقط (2,ل,×) 14 تحقق العلاقة :0= 9+ 62+42 - 7ج + ”ر + × ونعتبر النقط 


.©)-1,0,1( , 8)3,1,0( , 4(1,1,1) 


1) بين أن (5) سطح كرة يطلب تعيين مركزها 2؟وطول نصف قطرها ۸. 
2) بين أن النقط ١,8,4‏ ليست في استقامية. 
3 أوجد معادلة ديكارتية للمستوي (4860). 
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4) بين أن المستوي (4860) يقطع سطح الكرة ( 5) وفق دائرة (1) يطلب تعيين مركزها 77 وطول نصف 
قطرها ”. 
5) أوجد معادلة ديكارتية للمستوي (2) المماس لسطح الكرة ( 5) في النقطة (1,0,1-)6. 
6 بين أن المستويين (2) و (486) يتقاطعان وفق مستقيم (4) يطلب إعطاء تمثيلا وسيطيا له. 
7 عين معادلة ديكارتية لسطح الكرة ('5:) المماسة للمستوي )48€٣(‏ في النقطة 4 ومركزها ينتمي إلى المستوي 
0-ج جر +«:(0). 
التمرين رقم 14: 


1 نعتبر النقطة ۸ ذات الإحداثيات (2;8;4-) والشعاع ذا المركبات (1- ;5 ;1) . 


عيّن تمثيلا وسيطياً للمستقيم (4) المار م نلوا ۸ و شعاع توجهه / . 

2) نعتبرالمستويين )٨(‏ و (0) ذا المعادلتين على الترتيب 7=+-ر-x‏ و 22-11 -2 . 
برهن أن (2) و (0) يتقاطعان وفق مستقيم ('4) يعطى تمثيل وسيطي له. 
3 نعتبرالنقطتين (3;3;5-) 4 و(4- 8')30 . 8 
أ) تحقق أن 8 تنتمي إلى (4) أن '8 تنتمي إلى ('4) . 
ب) برهن أن المستقيم (111) عمودي على (4) وعلى('4) . 
ج ) أحسب المسافة بين المستقيمين (4) و ('4) أي المسافة '1111 . ا 
4 عن مجموعة التفظ 1/1 من الفضاء حيث 126= ME. HF‏ , 
التمرين رقم 15 : 
ق الفضياء الكنسوب ال محلم مامد متجائين (۸, / , 7, ©). نعتبر النقط 


(2-,1,1) 2 , (2,3-,0) © , (1,2,4-) 8 , (1-,2,1) 4 والمستوي ([2) الذي معادلته 
0 -1+ جل -2y‏ ون 
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إليك 8 تأكيدات . أجب ب. صحيح أو خاطنئ مع التعليل : 


1) التأكيدة رقم 01 : 


النقط €٤‏ , 8 , 4 تعين مستو. 


2) التأكيدة رقم 02 : المستقيم ( 60 4) محتوى في المستوي (2). 
3 التأكيدة رقم 03 : 11=0- ج- «8+ × هي معادلة ديكارتية للمستوي ( 81 4). 
X -‏ 

4) التأكيدة رقم 04 : 18 > 1/ 36 +2 - 7 4 هو أحد التمثيلات الوسيطية للمستقيم ( '©246). 

4 -3- ج 
5) التأكيدة رقم ته« استقيمان ( 48) و(22) متعامدان. 
6) التأكيدة رقم 0 «الأنسافة بين النقطة © والمستوي (8) تساوي 40/6. 
7 التأكيدة رقم 07 : سطح الكرة التي مركزها النقطة ( وطول نصف قطرها 1 هي مماسة للمستوي (2). 

4 2 5 

8) النقطة 8 00 )2 في امسق مودي لنت ٤‏ على المستوي (2). 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد متجانس [7.4. 


نجنا 


© (2)المستوي الذي يشمل النقطة (4)3,1,2 و )1 4< ا) , شعاع ناظمي له. 


© (۸) المستقيم الذي يشمل النقطة (2 , 1,4) 8 و( 700 شعاع توجيه له. 


* (5) سطح الكرة التي مركزها (0 , 42)1,9 وتشمل النقطة (2 ,۸)3,1. 


أ) بين أن 1=0- >+ ر4- × هي معادلة للمستوي ([2) . 5 3 
ب) بين أن المستقيم (۸) يوازي تماما المستوي ([2). 


أ) أحسب 4 بعد النقطة 42 عن المستوي (2). 


ب) أحسب ۸ نصف قطر سطح الكرة ( 5). 
ت)استنتج تقاطع المستوي (2) و سطح الكرة ( 5) 
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) تقاطع المستقيم (4) وسطح الكرة ( 5): 

أ) عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸). 

ب) عين معادلة ديكارتية لسطح الكرة ( 5). 

ت) استنتج أن المستقيم (۸) يقطع سطح الكرة ( 5) في نقطتين مختلفتين( لا يطلب تعيينهما) 
التمرين رقم 17 : 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  ,K(‏ , 2 , 0) . نعتبر المستوي (2) ذا المعادلة : 

0= 47-ج16+13+ 14 ونعتبر النقط (2,5-,4)1 , (1-,8)2,2 , (1,3,1-)0 . 

1) ) تحقق أن النقظ A‏ , 8, € ليست في استقامية. 


ب) بين أن المستوي (486) هو (5) . 
2) جد تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸8) . 


3 أ)أكتب معادلة ديكارتية للمستوي المحوري (@6 للقطعة المستقيمة | 48] . 
ب) تحقق أن النقطة ( 2-.1-ام تنتمي إلى المستوي (0) . 

ج) أحسب المسافة بين النقطة 7 والمستقيم (48) . 

التمرين رقم 18 : 


يوجد جواب واحد فقط صحيح من بين 3 إقتراحات في كل سؤال من بين الأسئلة الخمسة. عين الجواب الصحيح 


الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس (۸, أ ,7 , 0) . ا 
نعتبر النقطتين (4)3,1,3 و( 6,2,1-)8 والمستوي (2) ذا المعادلة 0 -5-ج2 +2 +6 . 


1) مجموعة النقط 1// من الفضاء بحيث :2 = |1113 -41/4| هي : 


أ( مستوي في الفضاء > ب) سطح كرة ٤‏ ج( مجموعة خالية. 


2) إحداثيات النقطة 1 المسقط العمودي للنقطة 4 على المستوي (2) هي : 
)1111 7 1 8 15 7 
e E ١‏ > ب 9 3 3 gg‏ 
0 الع |2 ع6 
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س ]ور 


3) سطح الكرة ذات المركز 8 وطول نصف قطرها 1 : 
أ) تقطع المستوي (2) وفق دائرة . ب) هي مماسة للمستوي (2) » ج) لا تقطع المستوي (۲) 
4 نعتبرالمستقيم (() من الفضاء الذي يشمل النقطة 4 و(1-,1,2) شعاع توجيه له 


+3 -ح عر 
وا +/ 3+1= ر 4 تمثيلا وسيطيا للمستقيم ('2) . المستقيمان (8) و('2) : 
=2 
أ) من نفس المستوي ومتوازيان . ب) من نفس المستوي ومتقاطعان . ج) ليسا من نفس المستوي 


5) مجموعة النقط 1 من الفضاء المتساوية البعد عن النقطتين 4 و 8 هي : 


أ( مستقيم تمثيله الوسيطي 2-7 حيث 8| € 1 . 


ب) مستو معا 
ج( مستو معا 


و چ 
الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( ۸ : [ : 
ليكن ( 8) المستوي الذي معادلته الديكارتية 0= 6-< + ر + ×32 و ( () المستوي الذي معادلته الديكارتية 


3 
× == 
2 


3 / z =2 +t 


دلته 11=0+ 22+ (9-y‏ 
دلته 2-7=0-ر7+×X‏ . 


6 
1 


O; 


. xX-2y+47-9=0 

E AE‏ ا 
© لیکن (2) المستقيم بحيث (2)-(ي8()2) 
بن أن التمثيل الوسيطي للمستقيم ((1) هو: 


eR) 


X=-T+2t 
y=-8+31 (f 
2-1 


3 لتكن )1 نقطة كيفية من ((1) وسيطها ٤‏ ولتكن ۸ النقطة ذات الإحداثيات (1- ;4-;9-) . 


تحقة أن النقطة 


ك لاتنتمي إلى( 5) ولاتنتمي إلى ( 82) . 


4) عترعن ۸۷ بدلالة 1 . 
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5 لتكن ر الدالة المعرفة على R8‏ ب 3 + 21 - 2/2 = (4)ر . أدرس تغيرات الدالة ر 
من اجل أية نقطة ۷1 تكون المسافة 41/1 أصغرما يمكن ؟ 
في ما يأتي نفرض 1 هذه النقطة التي تحقق السؤال السابق . حدد إحداثيات النقطة 7 . 
6 ليكن (0) المستوي الذي يشمل النقطة ۸ والعمودي على ((1) . 
عيّن معادلة للمستوي (0) . 
التمرين رقم 20 : 
في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ( 2 : أ : 7 : 0) نعتبر المستوي (©) الذي معادلته 
0 -4-ج2 + ر x-‏ و التهطة (2:1-:4)0 نقطة من (7) . 
1) أ -عين تمثيلا وسيكلا للمستقيم ( 2) الذي يشمل النقطة 4 ويكون (2-:1-:4)1 شعاعا توجهيا له . 
ب- تحقق أنّ :  )©9(‏ (2) . 


2) 77 و £ هما المسقطان العموديان على التوالي للنقطة | :8)10 على (9)و( (2) . حدد إحداثيات كل من 


النقطتين 8 و كل . 
3) احسب الجداء السلّمي : 14.577 ثم استنتج أن( 7719 14 215 اللستوي (87109) . 
التمرين رقم 21 : 
في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 09 / 759 0)) تعتيهالمستوي (©) الذي معادلته 
0= 3+ ج+ -2y‏ ×. 
1) نذكر أن حامل محور الفواصل [ 0:7) يعرف بالجملة: 1 0 
-عين إحداثيات 4 نقطة تقاطع حامل( 0:7) مع المستوي (9) 
2) 8 و © النقطتان من الفضاء حيث: (3-:0:0) 8 و(4:2-:1-) .٤‏ 
أ . تحقق أن 8 تنتمي إلى المستوي ( 9). 
يداحيب الطول الك 
ج-احسب المسافة بين © و المستوي (9). 
3 أ- اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸) المار بالنقطة ٤‏ والعمودي على المستوي (9). 
ب- تحقق أن النقطة 4 تنتمي إلى المستقيم (۸). 
جد احسب مساحة المثلث 8€ 4. 
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الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجائس ( 2 : ر : 7 : 0 ).تعتير النقط (1:7(.4)2:1:3-:3-)8 
و(0)3:2:4©. 


1 + 7ح ير 
2)ليكن ( 4) المستقيم ذي التمثيل الوسيطي )٤(‏ 34-- 7 4. 
ع +4 دج 


أ- بيّن أن المستقيم (4) عمودي على المستوي (48€) . 
ب-اكتب معادلة ديكاوظظة للمستوي ( "486 ) . 
ج- عين إحداثيات ألنقطة 77 نقطة تقاطع المستقيم (4) والمستوي .)۸8€٣(‏ 
3) أ- بين أنَّ النقطة 11 هي مرجح الجملة المثقلة ((2,€):(1-,2(:)8-,4)). 
تد غين طلبيحة المجموعة 5 )لفط 1 هن القضاء جب0 = [116- ٠ (-2MA- MB 5 2MC).(MB‏ 


ج- عين طبيعة المجموعة (8)للنقط 07 هن الفضاء حيث:5 = | 21€ + 1/18 - 2114| 


€ ا 


تجوبين الأفق كأجمل الفراشات ...رأيتك بيا النجوم الساطعات 
وتنتقلين من كوكب إلى آخر... لتجودين بمنهل من المعلومات 
فأي عشق قد تمركز في قلبي ...هل لأني اعرفك منذ عدة سنوات 
أم لأنك من فزت بمفتاح حبي ...بسبب الجبر والتفاضل والنهايات 
وريما التكامل والعد والبندسة ...وأيضا معرفة الدائرة والاحتمالاك 
ولا انسى الرسوم التي رسمت ...في المعلم من النقط والمستقيمات 
والهندسة الفضائية والمستوية .. ودراسة تغيرات الدوال والتناظرات 
ريما البعض يفر منك فرارا ...بحجة أن في طريقك عدة متاهات 
وآخريقول أن دروبك وعرة ...وهو في الأصل لا يجيد العمليات 
لق اتاك هيما طال فسن ».ولق أنهي الجدون وانجاد المباهات 
والنسب المثلثية ومقلوياتها ...والجذور وأيضا لا أنمى المتتاليات 
وهذا قولي أنا فن الرياضيات ...لأبين حبي وعشقي لمادة الرياضيات 
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لا يوجد رجل فاشل ولكن يوجد رجل بدأ من القاع وبقى فيه. 
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استعد للبكالوريا :الحلول 


حل التمرين رقم 01: 
2- 
1) لدينا شعاع ناظمي للمستوي ('۲) وا 1 #هعاع فاظى المسشري (2): 
0 5 
ولكن 23+0-0+ 2-2 نزم أي الشعاعان 7 .و ۷ متعامدان ومته اللستويان (2) و ('2) متعامدان, 


0- 
2) () المستوي الذي يشمل النقطة 0 و | 1 |۸ شعاع ناظمي له. 

, 
معادلة )٨(‏ تكون من الشكل 2-0 + ع5 + بر + 4 1 يشمل النقطة (2,1-,8)1 فإن 
2-2+5+24-0- ومنه 1- - 4 وأخيرا معادلة (8) هي 1-0-ج2+1+52- 


-2x+y+52-1=0 ˆ 1‏ 
النقط المشتركة للمستوبين تحقق الجملة 
x+2y-7=0 1‏ 


1-1= ر -2×x+‏ 1 8 5 
نضع 1= <> تصبح الجملة كما يلي : نحل هذه الجملة نج 3-1= ر , 21 +2-1 وأخيرا 


2-7 +1 
XxX -1+ 7‏ 
المستويان (2) و ('2) يتقاطعان وفق مستقيم (۸) تمثيله الوسيطي 3-4 - 7 4 حيث ®> 1 »هذا المستقيم 
1- جم 
ّ 
شعاع توجهه| 1- |1 ومن أجل 1-- يشمل النقطة (1-,1,4-)© . 7 


1 
3 بعد النقطة_(1- ,2 - , 4)5 عن المستوي (2) : 


_|-10-2-5-1|_ 0 


(A(P)= ras 7 S5 
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)۸,)((- 1 


4) استنتاج المسافة بين النقطة 4 والمستقيم (۸). 


بعد النقطة .4 عن المستوي (P')‏ : 


في المستوي الذي يشمل النقطة 4 وعمودي على المستوبين (۶) و ('2) حسب نظرية فيثاغورس : 


,(P))zê 4 .(°))‏ 4( 4.(4))=4°) 4 إذن18= ¥ ).4 و 


تلد AU AE‏ 
5 التعبير بدلالة ٤‏ عن الطول 474 حيث (, 3-1 , 24 +14,)1 


(4+7- )6ح (اجم)+ )5-1( + )4+21-(= AM?‏ 


مميز 7+ 7-41 سالب وبالتالي 0 < 7 ۲7 إذن (44+7- )6 = ۸M,‏ 


/ 0= 6)7 -4+7( 


6) -2( 


0 جدول تغيراتها : 


6 


@ بكرن اسان (8) و (21) متعامديق إذا وفعظ إذا كان و 12 ماين أي 


الحا السلى ليما مسو :20 واتراتيفاق كرت 23:18 اي 20 
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3 يكون المستويان (2) و ('2) متوازيين إذا وفقط إذا كان ,7 و ر مرتبطين خطيا أي 


2-6 
يوجد عدد حقيقي ۸ بحيث يكون /47/- ,7 أي 6-34 4 ومنه 2= ۸ وبالتالي 2-- ين 
1- - يحم 


ندرس الآن هل هما منطبقان أم لا ومن أجل ذلك نعين نقطة 4 من المستوي (2) وندرس انتماتها إلى المستوي ('۲). 
لتكن (090.1) )نقطة من المستوي (۶) ندرس إنتماء النقطة (4)0,0,1 إلى المستوي ('). 


د« 


لدينا 0 2x0+6x0-2x1%5‏ ومنه النقطة (4)0,0,1 لا تنتمي إلى المستوي ('2) وبالتالي المستويان (8) 
و (P')‏ متوازبين تماما. 
4) تقاطع (2) و ('۲) 


XxX +3y = -1+ < ا‎ 


نحل الجملة 
2x+6y+z+5=0‏ 


ذ 1-, ر , 3-2-)1- 5 حيث 
فجن ايم ی نحص على [(1-,2,0-«3-)) - 8 ہے 


كا (عدد غير منته من الحلول ) 


نعين نقطتين من (4) ولتكن مثلا : من أجل 0= ( نحصل على (1-,2,0-)8 ومن أجل 1= نحصل على 
3 

(1-,5,1-)0 ويكون الشعاع| 1 |86 شعاع توجيه للمستقيم  )4(‏ 
0 

حل التمرين رقم 03: 


0 0 
1)) لدينا :| 1 |48 و | 2- |46 نلاحظ بسرعة أن مركبات 48 ليست متناسبة مع مركبات 4€ ومنههلنقط 
1 2 د 
٤ , 8 , 4‏ ليست في استقامية في تعين مستو. 


ب) معادلة المستوي (486) من الشكل :0= 4 + جع + رط +× مع (0,0,0) 2 (c,ط,a(‏ 


المستوى تشمل الفط 4, 8, € إحذافياقا تحقق الجملة + 


WWW.Mmathonec. 001 


--- نل 
١ a+b+d =0 a+b+d =0‏ 
0= ل جع + 2b‏ +4 4 ومنه b+c=0‏ ونجد 0--- 
4b-2c+2d =0 3a-b+2c+d =0‏ 
مكحم 


إذن معادلة (@48) من الشكل : 
1 2 1 1 2 
0 - ل + d7‏ + رول - يول -- أو 0 =1+ - + ر--×-- وأخيرا بالضرب فى 3- 
0 جاو ل ل وأخيرا بالضرب في 


0 -3-ج-نن[ 2 


2) تقاطع المستويين (2) و (0) هو مجموعة النقط (3,7:2) بحيث : 


x+2y¬-z—-4=0‏ تي 59000 فيقن خرن 
= حيتت عدد 
|2x+3y-22-5=0‏ 9 رن 6 e‏ 


= ير 


ومنه (2) و (0) يتقاطعان وفق مستقيم تمثيله الوسيطي هو 3= yJ‏ حيث 8 چ 1. 
z =1‏ 


3 تقاطع المستويات (48€) . (2) و (©) ۲ 
2= 


1-4 2+ -3-ج2-«‎ 0 
1-3 وأخيرا‎ 1X =-2 +1 فنجد‎ ×x=-2+1  :ةلمجلا نحل‎ 
z=4 yJ=3 yJ=3 


z=t 2-1‏ 
أي تتقاطع المستويات (486) . (2) و (0) في النقطة (2,3,4)© ) : 


14 تشک اف فط 48:6 مسقو إذا وفقظ إذا كان 48 و 4€ غورخصطن خطيا 
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لدينا (2-,2,0-) 48 و (1-,4-,1) 4€. يكون هذان الشعاعان مرتبطين خطيا إذا وجد عدد حقيقي ۸ بحيث: 


-2 =k -2=1xk 
أي 4# -0 4 وبالتالي : )=0 4 وهذا مستحيل ومنه الشعاعان 48 و 4€ غير مرتبطين خطيا‎ 48 =۸ AC 
2- ع‎ -2=-1xKk 


إذن النقط 4,8,٥0‏ ليست في إستقامية وبالتالي في تعين مستو. 


2) حتى نبين أخطلستوي (480) هو المستوي ۶ يكفي أن نبين أن النقط 4,8,6 تنتمي إلى المستوي (2) ٠‏ أ 
إحداثياتها تحقةامعادلة المستوي . 


23+2-26+4-6+2-12+4-0 ومنه النقطة 4 تنتمي إلى المستوي ( 2). 
0= 2><1+2-2>4+4=2+2-8+4 ومنه النقطة 8 تنتمي إلى المستوي (2). 
0= 2×5+4=8-2-10+4-(2-)+2><4 ومنه النقطة © تنتمي إلى المستوي ( 2). 


إذن النقط 4,8,٥‏ تنتمي إلى المستوي [2)/ؤبالتالي (5)-(4860) 


3) لدينا (2-,2,0-) 48 و (1-,4-,1) 4€ ومنه 0= =-2x1+0x(-4)+(-2)x(-1)‏ 46 . 48 

وبالتالي 48 و 40 متعامدين وهذا يعني أن المثلث 486 مثلث قائم في 4. 

4) المستقيم (۸) عمودي على المستوي (2) ٠‏ كل شعاع توجيه للمستقيم_(/4) هو شعاع ناظمي على المستوي ( ۲) 
2 

. معادلة المستوي زم هي 4=0+ >2- ر + ×2 ومركبات الشعاع الناظمي n‏ هي 1 . 
2 

هذا من جهة ومن جهة أخرى المستقيم (۸)يشمل النقطة (0)0,0,0 ومنه جملة المعادلات الوسيطية للمستقيم (۸) هي 

Xx -< 2 


- ره حيث 1[ 
z --28‏ 


4 _ 4 -0+0+0_ 
3 == 1+4-+4ل. 


6( حجم رباعي الوجوه يُعطضى بالقانون ٤‏ (مساحة القاعدة “«الإرتفاع ( تقسيم 5 


k 


للك 


(5 


قاعدة رباعي الوجوه OABC‏ هي المثلث ح٣٤۸8‏ مساحته AB ×xAC٥C‏ 
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لدينا 8/ = ”(2-)+ 0+ )2= AB‏ < 18< = )1-(+ )4 دب" را كمه وا ای رساي انیج 
JÊx 1S =6 ya OABC‏ >. 
بما أن النقطة 7 هي المسقط العمودي للنقطة © على ( 2) فإن القطعة المستقيمة [ 0۸] هي إرتفاع رباعي الوجوه 


80 الذي رأسه © ولدينا سابقا ب .OK‏ 


إذن حجم رباعج الوجوه OABC‏ هو : (وحدة ا 65 - 1 


7 أ) مجموعروظاملات النقط المثقلة غير معدوم > المرجح موجود لبذه الجملة. 
((1)0,3(,)4,1(,)8,1(:)61 - 5 ومن خاصية التجميع نستنتج أن © هو كذلك مرجح الجملة ((0,3(,)1,3)! 


ونستنتج من خواص المرجح أن © تنتمي إلى المستقيم (01). 


لا تحسبن رقصي بينكم طربا فإن الطيريرقص مجروحا من شدة الألم 


ت) بعد النقطة © عن ([2). 


: 5 1 4 
4 +2 
ومنه بعد النقطة © عن (2) هو 4 حيث ا = 
E) 3‏ 


(MG +GO)+ (MG +GA )+ (MG +GB )+ (MG +GC )| =5 أي‎ |3116 +MA +MEB +116 | =5 
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/ 0 - 5 : 
أو 5= | 66+ 68+ +GA‏ 360+ 6116| وبما أن 0- 06+ 68+ 68+ 360 نحصل على <= 16 أي 4 تنتمي إلى 


سطع الكرة التي مركزها © وطول تضف قطرها 3 


إذن ('1) هي سطح الكرة التي مركزها © وطول نصف قطرها 3 


(3-,7)1:1 هو شعاع ناظمي للمستوي (2). 


ER es E هري عل‎ BD) 


تمثيل وسيطي للمستقيم ( () المارمن النقطة $ والعمودي على المستوي (2) هو: 


× +1 1-1-2 

: بوضع 6۸ 4, +۸=1 نحصل على‎ + (<--2+ 2 , 2 € R ث -2 +( + ومنه‎ , ER 
-ح ج /3--ج‎ -3[ 
XxX=2 +t 


y=-1+t ,tfeR 


)3-3 دج 
2) الجواب الصحيح هو الجواب ج) : 1 


نجد إحداثيات النقطة 77 نقطة تقاطع المستقيم ( () والمستوي (2) : 


بما أن المستقيم ( 2) عمودي على المستوي (2) فإن ( 2) و (2) يتقاطعان في نقطة وحيدة 1 إحداثياتها تحقق 


معاد الو( 5< 


X=2+t 
(P):x+y-3z+4=0 و‎ 82:4 y=-1+1 لدينا 7 ع+,‎ 
3-7-د<ج‎ 


14 
0= 4 + (3-31-)3-(1+1-) + (2+ 2) ومن = / وتكون إحداثيات 11 
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3 ) الجواب الصحيح هو ب) 
نحسب المسافة بين النقطة 5 والمستوي (2) والتي نرمز لها بالرمز (( 8), 5) 4 : 


3 4+ .,ج3- +y,‏ 2 
ا 5 9 9 دززم), 4(8 


ازتب )12+ 12 


4) الجواب الصحيح هو ج) 
1) نعلم أن المستقيم ( (2) يشمل النقطة ك وعمودي على المستوي ( 2) والمسافة 527( المسافة بين النقطة 


ك5 والمستوي (2)) أصغر من طول نصف القطر ۸ للكرة امنب 57 أي >R‏ 377 إذن يتقاطع 


1 
سطح الكرة ('1) والمستوي ( ۲) س م)ثرة. نعين طول نصف قطرها ” وذلك باستعمال نظرية فيثاغورس 


2-3 ٤ ومنه مسف قن د أى‎ R = SH? +r 
11 11 11 


1) 20=0+ ج8- 4y‏ - ×4- 27+ ر +× بكاق 4= (4- )z‏ + (82 )+ (2- ×) 
وهذا يعني : مركز سطح الكرة ( 5) هي النقطة (2)2.2.,4؟ وطول نصف قطرها 2. 


2) معادلة المستوي () تكتب على الشكل 0= 4+ zء+‏ رط+ به حيث ٨ )4,0,٥(‏ شعاعه الناظمي . لدينا 
(2,4,2) 8 و (3,3,3) © ومنه (1,1-.1) 80 . 


لدينا المستوي (2) عمودي على المستقيم ( ©8) ومنه (1,1-,1) 80 شعاع ناظمي ل (۶) و بالتالي واد ل: 
(۶) ھي 0-0+ ج+ -y‏ × 1 


بما أن (2) يشمل النقطة 4 فإن 0= )-1(+d‏ +2-0 ومنه 1-- 4 وأخيرا 1=0- 2+ ر- × معادلة 
ديكارتية للمستوي (2) . 
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3 أ) لدينا معادلة ديكارتية للمستوي ( 2) هي : 1-0- 2+ '(- × ومركز الكرة ( 5) هو النقطة (62)2,2,4 
وطول نصف قطرها 2= ۸. 
_ 2-2+4-1 -(2,2؟) 4 . ويما أن 1 > (62,2) 4 فإن المستوي (2) يقطع سطح الكرة ( 5) 
=( لو . وبما ان , ر توي 
“يار -)+ 1 1 ١‏ 


وفق دائرة 95 ا قطرها 2 حيث 1 )- 2 = 47 =NR‏ 
< 
u‏ رن E OG o‏ 


(5) فإن (1ء1-:1) ٨‏ شعاع توجيه للمستقيم (۸) إذن التمثيل الوسيطي للمستقيم (۸) المارمن © و (1,1-,1) ۸ 


XxX =2 +t 


شعاع توجيه هو: 2-1 - ٩۷‏ حيث 8 € 1 . 
z =4+t‏ 


ج) التقطة © مركز الدائرة (۳) هي تتا و (۶). 


XxX =2 +t 
لدينا 1- 2= 47 نعوض في المعادلة : 1=0- 7+ 1 - × نجد 1=0-(+4) +(2-1)-(2+1) ومنه 1-= ؛‎ 
z =4+t 
x =2+(-1(=1 
»)1,3,3( وبالتالي : 1(=3-)-2= ر أي‎ 
z -4+)-1(- 3 


1) الإختيار الأول : خاطئ 


التبرير: (3,3,0-) 48 و (1,2,9-) 42 ولا يوجد عدد حقيقي ۸ بحيث 48 ۸= 472 وبالتالي e‏ 
4 , 8, © , 12 ليست في استقامية . ص 


2) الإختيار الثاني : صحيح 
التبرير: 


بالنسبة إلى النقطة 4 لدينا :3+1=4= ۷+ ,× ومنه النقطة 4 تنتمي إلى المستوي الذي معادلته 4= إ+ × 
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بالنسبة إلى النقطة 8 لدينا :0+4=4= م 7+ ,2 ومنه النقطة 8 تنتمي إلى المستوي الذي معادلته 4= + × 
© إذن المستقيم ( 48) محتوى في المستوي حيث 4= 17+ × معادلة له. 
3) الإختيار الثالث : صحيح 
التبرير : ليكن (2) المستوي الذي معادلته الديكارتية 11-0+ ج5- بر9- ×18 . 
بسهولة نتحقق من»أن النقط 8 , ©) , 7 تنتمي إلى (2) أي إحداثيات كلا منها تحقق معادلة (8) 


فنا آنه ل بوخد إلا موق وا شيل كلاف فط ليست ق استفامية والفقظل 28 © ,0 تسق فق استفافية وهه 
المستوي ( ) هو المستوي (801) . 
4) الإختيار الرابع : خاطئ 
التبرير:إحداثيات النقطة 4 لا تحقق معادلة المستوي (8©017) 
5) الإختيار الخامس : خاطئ 
التبرير :معادلة ديكارتية للمستوي (802) هي : 11-0+ ج5- بر9- ×18 . 
(5) الكرة التي مركزها النقطة 4 وطول نصف قطرها 9= ۸ 
نحسب المسافة 4 بين التقطة 4 والمستوي ( 0882 
81 _[لا+(ة-)ت-(90-(1806) _ |11+ ,5= اف 18x‏ _ بن 


187 + )-9(” + )-5( 40 40 


1 


4 الا < 


قال الخادم لسيده... اسرع.. الثعبان دخل غرفة حماتك ... فقال له: اتركه يستاهل 


6) الإختيار السادس : صحيح 
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x -1- 2‏ 
التبرير: ليكن (۸) المستقيم الذي تمثيله الوسيطي += y‏ حيث 8 € ۸ . 


5277 
2 


=1-2k >‏ رد 
7 1 
8 تنتمي إىالمستقيم (۸) إذا وجد عدد حقيقي ۸K‏ بحيث += ىز ١‏ وفعلا نجد <= 2 ومنه 8 تنتمي إلى 
ET‏ 2 
2 
المستقيم (۸) . 
XxX” 127‏ 


1 1 
0 تنتمي إلى المستقيم (۸) إذا وجد عدد حقيقي 1 بحيث د وفعلا نجد e‏ (/ تنتمي 


ترج 
0 
كذلك إلى المستقيم (۸) . 
RR‏ 
حل التمرين رقم 08: 


سى القنناع الناكلى للنسفوق (8) ٠و‏ تسى ا الشساع العائلى اللي (۶) ..قبكون 


| 1 ١ 8ق‎ 
1 -1 


اا ا 
فإن (۶) و ('2) متعامدان 


2) تقاطع (8) و ('۲) 
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1 
1 + سح ور 
xX+2y=-1+1 x+2y¬-z+1=0‏ 7 
نحل الجملة 2-0 +7 +«- 4فنجد 1-در+x×-‏ 4 ومنه = 
z=‏ 
إذن (5) و 


(ي2) يتقاطعان وفق المستقيم (۸) 


)0+2-1+1_ 2 
d(A,(P))= - : 
رامق‎ 1+4+1 (3 


المسافة بين النقطة 4 و ('8) E‏ 


d(4,(P')) 1+1+1 3 


4) استنتاج المسافة بين النقطة 4 والمستقيم (۸) 


لهافة بين النقطة 4 و (8) 


في المستوي الذي يشمل النقطة 4 والعمود يى المستويين (2) و ('۲) حسب نظرية فيثاغورس : 


(('م), 2)4+((۶), 42)4- ((ه), 4)4 إذن 2= )+ [يش)-((ه).م)*ه 


حل التمرين رقم 09 


1) نرمز ب ,)٨((‏ 4)4 إلى بعد النقطة 4 عن المستوي (). 


_1+2x0+2x(- + _ 


d(4,(P 
(4(۶) 5 
لدينا (2-,2-,1-) 48 والشعاع الناظمي ل (۲) هو (1,2,2) 1 وبما أن #. 48 مرتبطان خطيا فإن‎ )2 
ص‎ .(AB)1L(P) 


3 معادلة (2) من الشكل 0= 4+ zء+‏ رط+ به و (1,1,2-) ۸ شعاع ناظمي له فإنها تصبح على الشكل : 
0= 4+ 22+ + ×= . (8) يشمل النقطة 4 نحصل على 0= 1+0-2+4- أي 3= ل 


معادلة (85) هي إذن : 3=0 2-22 ر٣‏ × 
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2-2-7 
| ومنه 4-3 = «إ وبالتالي (1, 3- , 2-) ۷ هو شعاع توجيه للمستقيم ( 2) . 


1ع جم 


2=0+ جل برو ير 
0= + yر- 2x‏ 


(4 


لدينا (2)ل (2) ومنه 0= م 01/4 أي 2(=0+ +1(-3)y +4(+1×)z‏ )2 


وأخيرا 0 -12- ++ -3y‏ ×2- هي معادلة للمستوي (8). 


AD.BC = (0-1)(0-0)+(0-1)(-1-0)+(0-0)([1-0)=1 (2 


ومنه المستقيمان غير متعامدين. 


11 1-1 
6 كنات 227 :لدا ۰ و (70-:2) ل ومنه 1= €7 €7. 


استنتاج قيس الزاوية 167 بالدرجات 2٠‏ _ © ٠4ر‏ يد باستعمال الآلة الحاسبة ع4846- .1٥7‏ 


ا 


4) النقطة 7 هي نقطة تقاطع المستقيم ( )٤٥1‏ والمستوي ([2) الناظمي على المستقيم ( 07)) المارمن 1. نختار 
شعاعا ناظميا الشعاع 207 - ١‏ الذي مركباته (2-,1,1) فتكون معادلة المستوى (۲) هي 


1 1ء 
0= 4+ ج2- «ر+ × . لإيجاد 4 لدينا 7 تنتدي إلى ( 2) ومنه 95-//1+-0-+2-2 أي 0= 4. 


معادلة )٨(‏ هي إذن 0= 22- ر+ × 


XxX =t 
1 1 1 1 
0 نحل جملة المعادلتين فنجد وده‎ + € 8R التمثيل الوسيطي ل €1 هو 1=ر حيث‎ 
( : 1د وڪ چ‎ 
۸8٤° أي 1 مركز ثقل المثلث‎ 3087 =04 +08 +0€ =30G نلاحظ أن‎ 5 


أطلب الخير من بطون شبعت ثم جاعت لأن الخير فما باق 


ولا تطلب الخير من بطون جاعت ثم شبعت لأن الشح فها باق 


3 


1) لدينا النقط (1,0,2) 4 . (8)1,1,4 و C()-1,1,‏ 


نلاحظ أنه لا يوجد عدد حقيقي ۸ بحيث 48 ۸= 400 وهذا يعني ان النقط 4 , 8 , € ليست في استقامية 
2)نحسب الجداء السلمى 
٠ه‏ 248 أي ني 
«٠‏ 7.26 أي =3x(-2)+4%1+(-2)x(-1)=0‏ 40م 
ومنه 7 عمودي على كلا من 478 و 46 . 
3 نستنتج مما سبق أن للمستوي (428600) معادلة من الشكل 0= 4+ 22- 4 + ×3 وبمأن ( ٤)48€‏ 4 
يكون لدینا : 0= 4 +2(×2-)+3×1+4×0 ومنه 1= a d‏ 
1-0+ ج2- «4+ ×3 هي معادلة ديكارتية للمستوي ( '486©0) . 
4]الشعاء الناظي للمستوي ( 2) هو (2:1:2) ,4 والشماع التاظي للمستوي ( ر2) هو (2,6-,1) زم 
تلاعظ أنه من أجل كل عدد حقيقي ۸ + ررغ ۸ £ أى (2)و. ( ى ) يتقاطعان وفق مستقيم (4). 


9 a. 
5 


1 
ج2 + == 


2x +y +2 +1=0‏ 
نحل الجملة : نعبرعن 7 و ل بدلالة <> فنجد 
0= ج6+ x -2y‏ 
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و > س 
5 


ويكون 21+ -- ٩‏ حيث ٤8‏ 1 تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸) 


2) الشعاع (1-,1-,2)⁄ هو شعاع توجيه للمستقيم ( 1) وبالتالي الشعاع (2,1,1-)۷ هو شعاع توجيه د (2) 
كذلك ومنه التأكيدة الصحيحة هي (ب) 


3) (0)8 (ط)ء M‏ معناه0-<1-/9+3-+2+4-2 +1 تاق 4 إذن (28) و ( (2) يتقاطعان في 


نقطة واحدة ومنه التأكيدة الصحيحة هي )2 
4) الثلاثية (1,3,2) تحقق المعادلة 1=0- 32- 2y‏ +× ومنه التأكيدة الصحيحة هي (ب). 


| 1-6-6-1 14 


1+4+9 4 


حل التمرين رقم 13: 


1( 0 -9+ج4 + ×6- 2ج + ”ر + ”× بكاق 4= ”(2+2) + ”ر + ”(3-) ومنه مجموعة النقط 


(۷,2,×) 44 التي تحقق العلاقة :0= 42+9 +62 - ”+ ”ر + × هي سطح كرة ( 5) مركزها 


5) المسافة بين النقطة (3,2-,1-)4 والمستوي(۶). 20/14 ومنه التأكيدة 


(2-,2)3,0) وطول نصف قطرها 2= ۸. 
2) لدينا (1-,48)2,0 , (1,0-,2-)246 وهما غير مرتبطين خطيا وبالتالي النقط .® ف 
استقامية. 
3 معادلة المستوي (480) : نجد شعاعا ناظميا (©,71)4,2 
بما أن (1,0-,2-)246 ل (عء,طره)م و AB)2,0,-1(‏ ل (ء,طره)2 فإن : 


2a¬-c=0 


ومنه 24-=(, 20 -<0 
0 - 85 -نق2- 
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نضع 1--» فيكون 2-=» , 2=( ويكون ([2-,1,2-)72 وتكون 0= 4 + 20-22 +- معادلة للمستوي 
(480) يبقى فقط تعيين العدد الحقيقي 4. بما أن المستوي يشمل 4 فإن 1+2-2+22-0- ومنه 1= 4. 


وأخيرا 1=0+ 22 - ر2 + *- معادلة للمستوي (480). 


1 الهم ودع 
44 يماأت -- كل لال 80 ): d(6‏ إذن AR‏ )45 ): €2 ) 4 ومنه اس (ABC‏ ءدة 
) بما أن 3 rara‏ =)) ( ( إن <)) ( ومنه المستوي ( ) يقطع 


سطع اکر( ن دائرة (۲). طول نف قطرما 2ا - = 5 FR‏ 
مركزها 7 المسقط العمودي للنقطة 2) على المستوي (:480) فنجد ا .)1 


5)معادلة ديكارتية للمستوي (2) لسطح الكرة ([5) في النقطة (1,0,1-)6. 


بما أن (2) مماس ل (5) في النقطة ( !© فإن (2) يشمل هذه النقطة ويكون (4,0,3-)520 شعاع 
ناظمي له ء وبالتالي معادلة (2) هي :0 - 7 ع32 +4 


6) تقاطع (2) و(480) 


0 -1+ج2-(2 ديرت 
نحل الجملة : ذ م 8B‏ ايتقاطعان وفق مستقيم ( 1 ) تمث 
e gE‏ أنيد | )و( 480 )يتقاطعان وفق مستقيم (۸) تمثيله الوسيطي 
Xx =-1+ 61‏ 
17 - مر + حیث €| € 1 
z =1+81‏ 


7 تعيين المعادلة الديكارتية لسطح الكرة ('5:) المماسة للمستوي )48€٣(‏ في النقطة 4 ومركزها ينتمي إلى 
المستوي 27-0 +« +0(:2). 
بما أن سطح الكرة ('5) مماسة للمستوي (4800) في النقطة 4 إذن مركزها ينتمي إلى المستقيم ('/مططلييان 
النقطة 4 والعمودي على المستوي (48€) . وبما أن مركزها ينتعي إلى المستوي (2) إذن مركز (' 5:) متقاطع ('۸) 
والمستوي (©). نعين أولا تمثيلا وسيطيا للمستقيم ('4): 
x =1-t‏ 


(۸) يشمل 4 وعمودي على المستوي (486) فإن (2-, 1,2-)2 شعاع توجيه له وبالتالي +2 +1= ر حيث 
1-7[ دج 


)4'( تمثيل وسيطي ل‎ + <R 
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XxX =1-t 
نجد الآن تقاطع ('۸) و (0) من أجل ذلك نحل الجملة : 24 +1- ر فنجد 1-3 ومنه مركز ('5) هو‎ 
ج‎ 1-217 
x+y +z =0 


(5-,2,7-)'2 وطول نصف قطر ('5) هو 9= ”(5-1-) + (7-1) + 2-17 )= '40 R'=‏ 


XxX =-2+t 


1( (4)ء(2. ا «) M‏ تكاق يوجد عدد حقيقي ٤‏ بحيث /11- 4/7/1 تكاف 7+ 8- ۷ حيث 8ا © 1 وهو 
z =4-t‏ 
تمثيل وسيطي للمستقيم (4) 


© (1- ,1- ,۸)1 شعاع ناظي للپی (5) و (2-,1,0) ٨‏ شعاع ناظمي للمستوي (0) وهما 


غير مرتبطين خطيا وبالتالي (2) و (0) غير متوازيين فهما إذن متقاطعان. 
XxX =11+2f 7‏ 
= يح رود ير 
نحل الجملة 1 و بوضع 1= ج نحصل على +4= ل 4 حيث ۸ © 1 وهو تمثيل وسيطي للمستقيم 
2-7 


200 


3 أ) نتحقق أن 11 تنتمي إلى ( 4) وأن '11 تنتمي إلى ('4) . آ 
55 ۴ 


(3:3:5(>)4-) 2 تكائن 38+5 4 نحصل على نفس القيمة 1-= /. 
5-4-1 
2 +3-11 
(4)ع(4-:3:0 )' 8 تكاق +0-4+4 4 نحصل على نفس القيمة 4-= /]. 
=f‏ 4- 


ب ) نبرهن أن المستقيم )'' (HH‏ عمودي على (a)‏ وعلى ('4) 


لدينا (9-,3-,6)' 1 H1‏ و 0- ود 6-15= ».' 1H‏ ومنه )H11'(‏ عمودي على (4). 


المستقيم (' 4) له شعاع توجيه ١)2,1,1(‏ و 0 ه 3 12- ١غ ٤1‏ ومنه (' 28777) عمودي على (' 4) 
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ج)حساب المسافة بين المستقيمين (4) و ('0) أي المسافة '1111 . 
بما أنّ المستقيم (' 1777) عمودي على كل من المستقيمين ( 4) و (' 0)فإن المسافة ' 7777 هي أقصر مسافة بين 
المستقيمين (4) و ('4) إذن 4-5(5-126-) + '(3-) + )3+3( = ” ١/126 -3:/14 ain H H‏ -' [111. 
4) تعيين مجموعة النقط M‏ من الفضاء حيث 126= MH'.HH'‏ . 
(2. <, )عار تحقق 126 = MH .HH'‏ تكاق (3-x )x6+ (0-y )x(-3)+(-4-z )x(-9)=126‏ 
تکاف 0= N‏ 2+ ر+ ×2- وهي معادلة لمستو يشمل النقطة 77 لأن من السؤال السابق وجدنا 
HH ” =126‏ أي 126- H H'.H H'‏ 
1) التأكيدة رقم 01 صحيحة : لدينا الشعاعان (3,1,5-) 48 و ( 3,4-,2-) 4€ غير مرتبطان خطيا 
وبالتالي النقط ,٤‏ 8 , 4 ود شتو 
2) التأكيدة رقم 02 خاطئة : 
لدينا ٤)۶(‏ 4 تكاق 2-2-1+1=0 صحيحة. 
و (5)ء 0 تكائ 0+4+3+1=0 خاطئة. وبالتالي ( '460) غير محتوى في (2). 
3) التأكيدة رقم 03 صحيحة: 
إحداثيات النقط (/, 8, 4 تحقق المعادلة 11=0- ج- :8+ × 
4) التأكيدة رقم 04 خاطئة : 
(460)ك(2, لا ×) 14 تكاف يوجد عدد حقيقي 1 بحيث - 474 نحصل على : 


XxX ل‎ 


٩y =-2- 31‏ حيث 8 € 1 
z -3+ 4‏ 
5 التأكيدة رقم 05 خاطئة 


لدينا 25-= .٤2‏ 48 هذان الشعاعان غير متعامدين وبالتالي المستقيمان ( 48) و ( (07) غير متعامدين. 


8 8 _ 86 _ 6 


6 التأكيدة رقم 06 خاطئة : لدينا سس === CPE‏ 


1+4+1 6 6 
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7 التأكيدة رقم 07 صحيحة : 


1-2-2+1 
كلد 26 _ 2 _ +l‏ - رم , .4(D‏ المسافة بين النقطة 1 والمستوي ( 2) تساوي طول نصف 


3 1 6 6 1+4+1 
قطر سطح الكرة التي مركزها 7 ونصف قطرها 7 إذن هي مماسة للمستوي ( ۲) 


8) التأكيدة رقم 08 صحيحة : نسمي )۸( المستقيم الذي يشمل النقطة € وعمودي على المستوي زم 
Xx =t 5‏ 
“أكون شعاع توجهه هو (2,1-:1) 1 وتمثيله الوسيطي 2-1-= yJ‏ حيث حيث R۸‏ € 1 
z =3+t‏ 


النقطة £ تنتمي إلى (4) وإلى (2) إحداثياتها تحقق معادلة (۶) أي 1-0+(+3+4)+(/2-2-)2-(4) بعد 


سأل المعلم أحد طلابه : مامعنى كلمة سبيل؟ فقال: تعني طريق. ثم سأل طالبا آخر: مامعنى كلمة سلسبيل؟ 
فآجاب: طرطريق !! 
حل التمرين رقم 16 

1) تقاطع المستوي مع المستقيم: 

أ) معادلة للمستوي ([2) من الشكل 0= 04+ ج2+ ر4- × وبما أن (7) > (2 ,3,1) 4فإن 

0= 3-4+2+4أي 1-- 4 ومنه 1-0- +z‏ ر4- × هي معادلة للمستوي (5) 

ب) لدينا 0 -1-4+3- 7.4 وهذا يعني أن المستقيم (4) يوازي المستوي (2). 
نأخذ نقطة من المستقيم (4) ولتكن (2 ,4 ,1) 8 وندرس انتمائها من عدمه للمستوي (2). 
(2)ء (2 ,1,4) #معناه 1-16+2-1-0 نجد 14=0- مستحيل وبالتالي النقطة 8 لا تنتمي إلى القوي 
(2) وأخيرا المستقيم (4) يوازي تماما المستوي (2). 

2) تقاطع المستوي (۶) وسطح الكرة ( ك) 


: [6-1ة3-] _ 
62 سر ).40 


ب) طول نصف القطر #لسطح الكرة ( 5:) هو 2۸ . لدينا 72= 2+ (8-) + ”2= 247 ومنه 


.R - 04 - 172 - 2 
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كا جما أن يعن النقطة © عن امت (۶) يساوي طول نصف قطر سطح الكرة (5) فإن المستوي (۲۶) 
يكون مماسا لسطح الكرة ( 5) في النقطة 4. 
3 تقاطع المستقيم (4) وسطح الكرة ( 5). 


4 (4)ك ( M (x,y,z‏ معناه يوجد ا € 4 بحيث - BM‏ تكاف 


Xx =1+t XxX -1=f 
.)۸( لپ ےمعناه 4+1= 7 4 حيث حيث 8 © 1 تمثيل وسيطي للمستقيم‎ -4 =1 


KIN 2-3‏ ات 


ب ا ق ا الكرة = M )x,ر,z (€) ( .R‏ تكاق )62( = * OM‏ تکاق 
2- (0- ج)+ ”(9- )+ (1- ×) وأخيرا 0 -10+ +z” -2× -18y‏ «ر+ ”× هي معادلة ديكارتية 
لسطح الكرة ( 5). 

ت) إذا كانت النقطة ( 1.2 *) 34 تنتمي إلى المستقيم (4) و سطح الكرة ( 5) فإن إحداثياتها تحقق الجملة : 

١ x =1+t 
y =4+t 
z -ح‎ 2+3 
×7 ج + ث2 بوب‎ 2 - 2, -18y +10- 0 


10=0+)18(4+1-)2(1+1- )2+3(+ )4+1(+ )1+1( 
بعد النشروالتبسيط نجد 43=0- 21+ 11 نحل هذه المعادلة باستعمال«اللاليز. نجد 4-1896 أي المعادلة تقبل 
حلين متمايزين. إذن المستقيم (۸) يقطع سطح الكرة ( 5) في نقطتين مخِتّلفتين. 
حل التمرين رقم 17 

5 جا مها 4 1 ١‏ 

1) أ) لدينا (6-,48)1,4 و ET ET AC)-2,5,-4(‏ (مركيات الشعاعين غر مساسية ) 

وبالتالى النقظط 4 8, © ليست ف استقامية أي أنها تشكل مستو e‏ 
ب) إحداثيات النقط 4 , 8, € تحقق معادلة المستوي )٨(‏ : 148+16+132-47-0 (تحقق بلفسك 
بسهولة). إذن المستوي (48€) هو (۶) . 


2) إيجاد تمثيلا وسيطيا للمستقيم (48) . 


لتكن النقطة (2,,×) 14 من المستقيم (48) فيكون AM = AB:‏ إذن 
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XxX=1+t 


8+ +2+4- - ر 48(:4 ) تمثيل وسيطي للمستقيم (48) . 
z=5- 6f‏ 


3 أ) كتابة معادلة ديكارتية للمستوي المحوري (0) للقطعة المستقيمة [48] . 

المستوي المحوري (0) للقطعة المستقيمة [48] يعني 48 هو شعاع ناظي للمستوي (0) والذي يشمل 1 
منتصف |۸8[ یٹ 3.0.2( 
نعتبر النقطة z(‏ , ۷ , :3) 1/4 من المستوي (0) .لدينا (6-,48)1,4 و (2-2, « .7)2 .إن المعادلة 
الديكارتية للمستوي المحوري (0) للقطعة المستقيمة [48] هي 0- 11.48 أي 

2(=0- 6-(3+400- / وأخيرا : 

معادلة (0): 0= 52 +62 - ر4 +× gi‏ 21+ 122- برق + 2x‏ 


ب) نتحقق أن النقطة 2 داه تنتمي إلى المستوي (0) . 


أن إاحداكيات التعطة 5 جى معادلة (0): 
1 
21=0 +|( 12-)2-(8+)1-(2 =21 + و122- و ر8 + ,2 وبالتالي النقطة 3 ر -١‏ )م تنتمي إلى 


امسق 0(7 
ج) حساب المسافة بين النقطة 2 والمستقيم (48) . 


المسافة بين النقطة 2 والمستقيم (48) هي الطول 12 . لدينا (1-2, 0ب 5-1-3 أي 


| 4 16 1 16 4 2 4 


حل التمرين رقم 18 : 
1 الجواب الصحيح هوب) 


ME | - 2‏ - 44| تكاق 2 = |3116| تكاق >= MG‏ حيث © هو مرجح الجملة ((1-,8) , (4,4)) . إذن 


مجموعة النقط المطلوبة هي سطح كرة مركزها 6 وطول نصف قطرها < . 
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2) الجواب الصحيح هو ج) 


1-3-7 
يجب أن يكون 42 مرتبط خطيا مع (2)1,2,2 إذن إذا كانت (2,,2) 77 فإن 27 - 4۸۳ تكاق 1=2۸- ر 
z-3= 2‏ 
X=3+k‏ 
تكاغ 2۸ +7-1 4 هذا من جهة ومن جهة أخرى يجب أن تكون النقطة 727 تنتمي إلى المستوي (2) إذن 
a‏ 


0= 5-( 2® 2)3 +( 2)1+2۸+ )+3 ومنه 5=( وبالتالي : 


ثمانية لابدَ منها على الفتى * و لابدَ أن تجري عليه الثمانية 


سرورٌ وهم واجتماع وفرقة * ويسر وعسرٌ ثم سقمٌ وعافية 


3) الجواب الصحيح هو ج) 
5 (5-(20+(200+همد 


نحسب أولا المسافة بين النقطة 8 والمستوي (۲) 3 eT‏ | -ززم), 0)8 
هذه المسافة أكبرتماما من طول نصف قطر سطح الكرة , > Ê‏ إذن سطح الكرة والمستوي لايتقاطعان. 


4) الجواب الصحيح هو ج) 
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(2,1,1)م هو شعاع توجيه للمستقيم )و u)1,2,-1(‏ وهما غير مرتبطين خطيا إذن (2) لايوازي ('2) 
X=3+2t=3+1'‏ 
ندر اها اد صر سيلة وة ,2=( 
z=t=3-1'‏ 


إذن ليسا من نفس المستوي. 


5 جوا الصحيح هو ب) 
مجموعة النككؤا المتساوبة البعد عن النقطتين 4 و 8 هي المستوي المحوري ل[ 42] . 


ات 32 3 إحداثياتها تحقق معادلتي المستوبين. يجب أن يكون الشعاع (2-,1, AB(9‏ مرتبط خطيا مع 
الشعاع الناظمي (1,2-, 7)9 وبالفعل  A۸8=-۸‏ 


حل التمرين رقم 19 : 
٨ )-2,1,1( )1‏ هو شعاع ناظمي للمستوي (8) و (2,4-,1) ر٨‏ هو شعاع ناظمي للمستوي ((2) هما 
شعاعان غير معدومين و 1)4(=0+ (2-)1+ (2)1- - 7.7 نستنتج أن الشعاعين متعامدان إذن 
المستويان متعامدان. 
0 -6-ج y+‏ +:02- 


2) تقاطع )8 و( ). E‏ 0 0220-4-59 


| ضع => نحصل على 


o‏ نحل الجملة نجد 8+3-=( , 7+81-= × ويالقاق ((2) و(25) يتقاطعان وفق 
X=-T+2t‏ 
المستقيم (2): y=-8+31 )teR)(‏ 
z=‏ 
3 إحداثيات النقطة 4 لا تحقق معادلتي ( 18) و( <) في لاتنتمي إلهما. 
4 حخسات 7 : 


AM? =(x +9) +(y +4) + (2+1) = (2+21) + (4+36) + (+1) 
AM? =7(21 -21 +3) 
f '©0=4-2 تغيرات £ : 21+3- 0=27)£ و‎ 65 


الذالة ر مغزايدة على المجال E.‏ تاق فل المجال الما اليالة ر تقيل فة حدية شق غد 


1 1)5 1 1 
يق 3ك ل GANS‏ كو فى الل تعن مد الى 
٠ /)4[-5 2‏ ا هي |2 (آ 
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6 المستوي (0) يشمل النقطة 4 و شعاع توجيه المستقيم (1) هو شعاع ناظمي للمستوي (2) 
الذي له معادلة من الشكل 0- 0+ +z‏ yر3+<2‏ ولكن (0) >4 يعني 0= 18-12-1+4- أي 31- 4 ومنه 
31-0+ج2+3+2 هي معادلة للمستوي (0) . 


حل التمرين رقم 20 : 


تكن :۷ :×) 14 نقطة من الفضاء . تكون النقطة 1 نقطة من المستقيم ( 2) إذا وفقط إذا كان : 
1و 1 مرتبطين خطيا أي يوجد غدد حقيقي ٤‏ بحيث يكون: 114- 4/4 الدينا 


x=t 
يكاف : 2-1-= ر‎ 4M =»: و (2-:1-:1/)1 ومنه‎ AM )x;y +2; -1( 


z=1—-2 


= 
و1 عدد حقيقي وعندئذ يكون (D): Due R)‏ تمثيلا وسيطيا ل(2). 


ب1 ک2 


ب- لنتحقق من أنّ (9) > (2) . لدينا: 0= 4- 2-41 + 2+11+ 4=31-(2)1-21+(2-1-)-31 وعليه 
يكون:  )9(‏ (82) . 


2) لدينا: إذن 7 نقطة تنتمي إلى كل من (۸) و(9) ee r Rg ١‏ 
X=1+3‏ 
أي معناه: (teR)‏ مد بر :)۸( ولدينا: 22-4=0+ 3-y‏ : (9) 
41 
2--- 
Zt‏ + 2 < 


إذن: 4-0-| 2 + )2+( -)3)1+3 أي: 4-3 وعليه تكون إحداثيات النقطة به 


- ر3 0 
2 


- تعيين إحداثيات النقطة ۸ 


WWW.Mmathonec. Com 


3) لنحسب 10.512 لدينا: (2-:1-:1) 7:3 وعليه يكون : 0 -3 +6 -3 - 1.117 وهذا 


يعني أنّ: 816 ل » و 177 ل 1 ومنه: (2) عمودي على المستوي ( 8111). 
حل التمرين رقم 21 : 
في الفضباء المتسوب إل المعلم المتعامد والمتجائس ( 2 : ر : 7 : 0) تعتبر المستوي (©) الذي معادلتة 


0 -3-+ + يو2- ×. 


) تذكرآن حامل محور الفواصل (0:7) يعرف بالجملة: 77 | 
تعيين إحداثيات 4 نقطة تقاطع حامل ( 0:7) مع المستوي (9): 

4 تنتمي إلى حامل [ 0:7) معناد (0:0: نن)يلالإلدينا (9) © 4 إذن 3=0+ × أي 3-= × وعليه (3:0:0-) 4. 
2) 8 و ٤‏ النقطتان من الفضاء حيث: (3-:0:0) 8 و(4:2-:1-) 06. 

أ.تحقق أن 8 تنتمي إلى المستوي (©): (3-:0:0) 8 . 0-2×0-3+3=0 وعليه (9)© 8. 

ب . حساب الطول 48: (3-:3:0) 48 ومنه 3/2 - 0+9+ 9/. - AB‏ 


2+3 + )2(4 
ج حساب امسافة بين © والستوي (6): 25 12 _ 13 12 a(c:))=‏ 


Xx --1++ 


3 أ. التمثيل الوسيطي للمستقيم (۸) المار بالنقطة © والعمودي على المستوي (9): R(‏ > 4) : 4-21-= ر 


z =2+t 


1+7--3- 
ب . تحقق أن النقطة 4 تنتمي إلى المستقيم (۸): (3:0:0-) 4 . +2 -4- - 40 معناه  --2‏ وعلية[4) © 4. 
1+ 0=2 


ج. حساب مساحة المثلث 6€ ۸: 
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(4)ء 4 و(4)ء © و(2) 1ل (4) إذن 4 هي المسقط العمودي للنقطة ٤‏ على المستوي (©) وعليه 
2.6 - ((9): ©) 4- 406 ولدينا 4860 مثلث قائم في 4 إذن 


s(ABC)= AB xAC = 32x26 -64 


نعتبر النقط (1:7(.24)2,1:3-:3-)8 و(6)3:2:4. 


1.تبيان أن النقط ۸. 8 و ') تعين مستويا. لدينا: 
5 حص مس دلت كت 
AB(-5;-2;4)‏ « (1:1:1) 40 نلا حظاألق لا يوجد عدد حقيقي ۸ بحيث : 48-4460 لأنَ > #۶ إذن 


الشعاعان 48 و 4€ غير مرتبطين خطيا و بالتال الد 000 لت فى استقامية وبالتال في تعين مستويا. 


7 ان 
2 () المستقيم ذي التمثيل الوسيطي (18 ©  )#‏ 348-- 77 4. 
z=4+t‏ 


أ-تبيان أنّ المستقيم (4) عمودي على المستوي ('480) . 

لدينا: (3;1-:4)2 هوشعاع توجيه للمستقيم (4) ولدينا: ‏ 0-(1)4+(2-)3-(5-)2 = u4.A8‏ 

و 1)1(=0+(3)1-(2)1 = 4€.» وهذا يعني أنّ: 48 ل » و 4€ ل > أي أنّ (3:1-:2)/ هو شاع تآظمي 
للمستوي (48€) . وبالتالي المستقيم (4) عمودي على المستوي (48€) . 


ب-معادلة ديكارتية للمستوي ( :480 )هي من الشكل: 0 = d‏ + ج + 3y‏ -:23 ولدينا (:©48 ) © 4 


أي:0 = 4 + 3 +(3)1-(2)2 أي: 4-= 4 وبالتالي: 0 -4- ج + :23-3 هي معادلة للمستوي ( 4860 ) 
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ج-تعيين إحداثيات النقطة 77 نقطة تقاطع المستقيم (4) والمستوي .)۸8€٣(‏ 
(4)ء 2 معناه (36:4+1-:7+21-) 11 
e ( ABC)‏ 8 معناه: 0 = 4- £+ 4 + (3-)3 - (+2 + 7-)2 أي:1 - غ . إذن:(3:5-:5-) 11 
3- 1 هي ي الجملة المثقلة ((1(:)6,2-,2(:)2-,4 )! لدينا: (4:2-:7-) AH‏ و (2-:2-:2-) BH‏ 
و(5:1-:8-) 028 . ومنه يكون: 0 - 2627 + 8287 - 417 2- أي أنّ 11 هي فعلا مرجح الجملة المثقلة المعطاة. 
ب-طبيعة المجموعة ٨(‏ ) للنقط 11 من الفضاء :0 - ( 116 - 1/18 ). [ 2116 + 1/18 - 21/18 ) 
معناه: 0 = 1/117.01- حيث 17 هي مرجح الجملة المثقلة | (1(:)©,2-,2(:)8-,4)) أي: 
4M .08 - 0‏ إذن المجموعة (2)هي المستوي الذي يشمل النقطة 17 و €8 شعاع ناظمي له. 
ج طبيعة المجموعة (5) للنقط 1/1 من الفضاء حيث:5 = |2110 + 1119 - 2114| تعني أنّ: 
5- |1127| لأنّ 1 هي مرجح الجملة المثقلة [(1(:)©,2-,2(:)8-,4)إْي:5 - HM‏ 


ومنه المجموعة (5)هي سطح الكرة التي مركزها 77 وطول نصف قطرها5= ۲ . 
> اس .| < 


المتنبي يهجو القاضي الذهبي : 
ما تبت فكنت إبنا لغيرآب ثم أحتبرت فلم ترجع إلى أدب 


سُمّيت بالذهبي اليوم تسميةً مشتقةً من ذهاب العقل لا الذهب. 
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